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Capítulo 0

* Lenguaje

El objetivo principal en este tema es desarrollar el uso del lenguaje en el
contexto de las matemáticas.

0.1. Lógica proposicional

0.1.1. Expresiones

La primera cuestión sobre la que trataremos es qué clase de expresiones
se usan en matemáticas como ladrillos para construir. Recordemos de la en-
señanza primaria que tenemos oraciones declarativas, imperativas, interroga-
tivas, y exclamaciones. En matemáticas se usan las declarativas, pero tenemos
que precisar un poco más. Definimos una expresión de forma intuitiva como un
enunciado que puede ser asignado a la clase de cosas que llamamos VERDAD
o a la clase de cosas que llamamos FALSO. Sin embargo, pronto encontramos
problemas.

En primer lugar, tenemos las paradojas. Por ejemplo, “Esta frase es falsa",
no puede ser ni verdadera ni falsa. Si decimos que es verdad, ella misma dice
que es falsa. Y si suponemos que es falsa, nos dice que es verdadera. No quere-
mos tener paradojas dentro de las sentencias. Una de las más famosas se puede
encontrar en el capítulo LI de la segunda parte de ’El Quijote’.

En segundo lugar, algunas expresiones contienen lo que los lógicos llaman
una indeterminada. La presencia de una indeterminada en una expresión hace
que no sea una oración. Por ejemplo, si decimos

x se puede escribir como la suma de dos números primos

no la consideramos una oración. El uso de la indeterminada x es como dejar un
hueco sin rellenar, por lo que la expresión no se puede calificar como verdadera
o falsa. Sin embargo, si decimos
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Todo entero entre 3 y 20 se puede escribir como la suma de dos números
primos,

entonces sí tenemos una oración.
Ahora imaginemos el conjunto S de todas las posibles oraciones. Este con-

junto es enorme y complicado, pero una importante característica es que cada
oración se puede poner en exactamente uno de dos subconjuntos: V (oracio-
nes verdaderas) y F (oraciones falsas). Queremos ver las relaciones entre estas
expresiones. En concreto, extraeremos elementos de S y los combinaremos
para generar otros elementos de S , y veremos cómo el carácter de verdadero
o falso de las expresiones elegidas determinan el carácter de la nueva. Vamos a
estudiar tres formas de combinarlas: negación, conjunción y disyunción.

0.1.2. Negación

En general, usaremos las letras p, q,r y demás para representar frases de
manera simbólica. Por ejemplo, definimos una frase p como sigue:

p: Marta ha alquilado un coche hoy.

Ahora consideramos la negación de p, que la notaremos por¬p. En el ejem-
plo se traduce como

¬p: Marta no ha alquilado un coche hoy.

Si p es verdad, entonces ¬p es falsa, y al revés. Esto lo escribiremos mediante
una tabla de verdad.

p ¬p

V F
F V

0.1.3. Conjunción

Cuando dos expresiones se unen mediante la conjunción Y para produ-
cir una oración compuesta, necesitamos una forma de distinguir si la oración
compuesta es verdadera o falsa, según los sean las oraciones de partida. La no-
taremos por p ∧q (leído p y q), y su tabla de verdad es la siguiente:

p q p ∧q

V V V
V F F
F V F
F F F
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0.1.4. Disyunción

La sentencia “p∨q", que se lee “p o q", es verdadera cuando una de las dos
es verdadera. Su tabla de verdad es la siguiente:

p q p ∨q

V V V
V F V
F V V
F F F

Es diferente a otra sentencia relacionada, que es la disyunción exclusiva (nota-
da XOR en informática), que es verdadera cuando una, y solamente una, de las
expresiones es verdadera. La tabla de verdad asociada es

p q p XOR q

V V F
V F V
F V V
F F F

0.1.5. Equivalencia lógica

Existen diferentes formas de decir lo mismo. Queremos saber cuándo dos
construcciones diferentes con expresiones quieren decir lo mismo, es decir,
sean lógicamente equivalentes.

Equivalencia lógica

Dos expresiones U y V se dicen lógicamente equivalente si tienen la
misma tabla de verdad. Lo notaremos por U ≡V .

Por ejemplo, es fácil ver que p ∧q y q ∧p son lógicamente equivalentes. De
igual forma se puede comprobar la propiedad asociativa de la conjunción y la
disyunción, es decir:

p ∧ (q ∧ r ) ≡ (p ∧q)∧ r,

p ∨ (q ∨ r ) ≡ (p ∨q)∨ r.
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0.1.6. Tautologías y contradicciones

En ocasiones encontramos que la tabla de verdad de una expresión es siem-
pre verdadera para todos los valores de los elementos que la componen. Por
ejemplo, esto ocurre en p ∨¬p o en (p ∧ q)∨ (¬p ∨¬q). Estas expresiones se
denominan tautologías. La negación de una tautología es una contradicción, y
su tabla de verdad siempre contiene el valor falso.

0.2. Sentencias condicionales

En esta sección consideraremos la estructura lógica de las expresiones p

implica o necesita q , y las diferentes forma de expresarlas.

0.2.1. Expresiones si ... entonces ...

En los primeros días de clase será habitual encontrar expresiones del si-
guiente tipo:

O estudias o suspenderás los exámenes.

Como ya estamos habituados a pensar según los esquemas del cálculo propo-
sicional, podemos formar las siguiente expresiones:

p: No estudias.
q : Suspendes el examen.

La expresión inicial se convierte en ¬p ∨q , y podemos razonar de la siguiente
forma:“Si no estudio tengo garantizado un suspenso, pero incluso aunque es-
tudie, puedo suspender". En lenguaje natural estamos acostumbrados a decirlo
como

Si no estudio, suspenderé el examen.

Esta expresión es de tipo condicional, y la notaremos por p → q (p implica q).
Su tabla de verdad es

p q p → q

V V V
V F F
F V V
F F V

Es equivalente a la expresión ¬p ∨q . A la expresión p se la llama hipótesis y a q

conclusión.
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0.2.2. Variaciones sobre p → q

Dadas dos expresiones p y q , queremos analizar otras combinaciones de
expresiones “ si ... entonces ...". Consideremos las siguientes frases:

p: Ana tiene tarea de álgebra lineal.
q : Ana va a la biblioteca.

Escribamos p → q como nuestra expresión principal, y hagamos otras combi-
naciones.

p → q Si Ana tiene tarea de álgebra lineal,
entonces ella va a la biblioteca. Primaria

q → p Si Ana va a la biblioteca,
entonces ella tiene tarea de álgebra lineal. Recíproca

¬p →¬q Si Ana no tiene tarea de álgebra lineal,
entonces ella no va a la biblioteca. Inversa

¬q →¬p Si Ana no va a la biblioteca,
entonces ella no tiene tarea de álgebra lineal. Contrarrecíproca

Podemos discutir a partir de este ejemplo cuáles de las anteriores son equi-
valentes entre sí, pero dejemos que sean las tablas de verdad quienes nos lo
indiquen.

p q ¬p ¬q p → q q → p ¬p →¬q ¬q →¬p

V V F F V V V V
V F F V F V V F
F V V F V F F V
F F V V V V V V

Observamos que p → q ≡ ¬q → ¬p, y, de forma simétrica, que q → p ≡
¬p →¬q .

Hay una construcción muy importante con las expresiones condicionales
que es verdadera cuando p y q son ambas verdaderas o ambas falsas. Dadas dos
expresiones p y q , escribiremos p ↔ q , leído “ p si y solamente si q", cuando es
verdadera para p y q ambas verdaderas o ambas falsas. Es fácil ver que es una
forma abreviada de la expresión (p → q)∧ (q → p).

Recordemos que la equivalencia lógica representaba la igualdad de las ta-
blas de verdad entre las expresiones. Lo anterior indica que si U y V son expre-
siones equivalentes, podemos escribirlo también en la forma U ↔V .
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0.3. Cuantificadores

En las expresiones matemáticas aparecen con frecuencia indeterminadas, y
esto lleva a lo que llamamos los cuantificadores universal y de existencia. Con-
sideremos una frase como la siguiente:

Todos los cuadrados son rectángulos.

La podemos escribir en forma condicional como

Si x es un cuadrado, entonces x es un rectángulo,

pero desde un punto de vista más formal se puede expresar como

Para todo x, si x es un cuadrado, entonces x es un rectángulo.

Esta última expresión puede sonar extraña, pero más adelante veremos la im-
portancia de comenzar la frase con “para todo".

0.3.1. El cuantificador universal

La desigualdad n2 < 2n es verdad para todos los números naturales n ≥ 5 (lo
probaremos más adelante). Esto lo podemos expresar de diferentes formas:

Para todos los números naturales n, si n ≥ 5, entonces n2 < 2n .
Para todo n, si n ∈N y n ≥ 5, entonces n2 < 2n .
(∀n)[(n ∈N∧n ≥ 5) → (n2 < 2n)].

Las hemos expresado en nivel creciente de formalización. En la última aparece
el símbolo ∀ (para todo), que se denomina cuantificador universal.

Ejemplo 0.3.1. Las siguientes expresiones son todas aceptables a la hora de
usar el cuantificador universal:

Todo elemento del conjunto B es negativo.
Para todo x ∈ B , x < 0.
(∀x ∈B)(x < 0).
Para todo x, si x ∈B , entonces x < 0.
(∀x)(x ∈ B → x < 0).

Todas estas expresiones tiene su lugar en el discurso matemático, desde la pri-
mera, más informal, hasta la última. Es mejor pensar que la primera es una
forma conversacional de la última, que no ésta como una formalización de la
primera.
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Ejemplo 0.3.2. Supongamos que f es una función. Las siguientes expresiones
son diferentes formas de decir lo mismo:

La gráfica de f no corta al eje de abscisas.
Para todos los números reales x, f (x) 6= 0.
(∀x ∈R)( f (x) 6= 0).
Para todo x, si x ∈R, entonces f (x) 6= 0.
(∀x)(x ∈R→ f (x) 6= 0).

0.3.2. El cuantificador existencial

La desigualdad n2 < 2n es cierta para n ≥ 5, pero no si 1 ≤ n ≤ 4. En otras
palabras, existen números naturales n (al menos uno) tal que n2 ≥ 2n . Otras
formas de expresarlo son:

Existe un número natural n tal que n2 ≥ 2n .
Existe n tal que n ∈N y n2 ≥ 2n .
(∃n)(n ∈N∧n2 ≥ 2n).

La expresión “existe", que en matemáticas se escribe como ∃, se denomina el
cuantificador existencial.

Ejemplo 0.3.3. Las siguientes son formas aceptables de decir el mismo enun-
ciado:

Algunos elementos del conjunto B son positivos.
Existe x ∈ B tal que x > 0.
(∃x ∈B)(x > 0).
Existe x tal que x ∈B y x > 0.
(∃x)(x ∈B ∧x > 0).

Ejemplo 0.3.4. Vamos a ver ahora una expresión algo más compleja. Suponga-
mos que F es un conjunto de funciones. Aquí tenemos tres formas de decir lo
mismo:

La gráfica de toda función de F corta al eje de abscisas al menos una vez.
Para toda función f ∈ F , existe x ∈R tal que f (x) = 0.
(∀ f ∈ F )(∃x ∈R)( f (x) = 0).
(∀ f )[( f ∈ F ) → [(∃x)(x ∈R∧ f (x) = 0)].

Algunas veces expresamos, de manera informal, la condición “para todo" detrás
de la propiedad que es universal. Es una forma de hacer que la expresión suene
más natural. Por ejemplo,
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Existe un elemento del conjunto A que es menor que todo elemento del
conjunto B .
Existe x ∈ A tal que x < y para todo y ∈B .
Existe x ∈ A tal que, para todo y ∈B , x < y .
(∃x ∈ A)(∀y ∈B)(x < y).

0.4. Negación de expresiones

La característica que define la negación de una expresión es que los valo-
res de la tabla de verdad son los opuestos. En esta sección vamos a construir las
negaciones de expresiones compuestas. Por ejemplo, si alguien dice una expre-
sión de la forma

(p ∧q) → (q ∨ r ),

y queremos decir que no es cierto, tendremos que escribir

¬[(p ∧q) → (q ∨ r )]

de una forma más legible.

0.4.1. Negación de ∧ y ∨
La forma de negar las expresiones de conjunción y disyunción es mediante

las leyes de Morgan:

¬(p ∧q) ≡¬p ∨¬q,¬(p ∨q) ≡¬p ∧¬q.

Ejemplo 0.4.1. Vamos a usar las leyes de Morgan para expresar la negación de
los siguientes enunciados.

1. Juan tiene ojos azules y pelo castaño.

2. O estoy loco o hay un elefante rosa volando por aquí.

3. Marta tiene al menos 25 años, tiene carnet de conducir, y, o bien ella tiene
su propio seguro, o bien ha comprado la asistencia de la compañía de
alquiler de coches.

1. O Juan no tiene ojos azules o bien no tiene el pelo castaño.

2. No estoy loco y no hay un elefante rosa volando por aquí.

3. O Marta es menor de 25 años, o no tiene carnet de conducir, o ella no
tiene su propio seguro y no ha comprado la asistencia de la compañía de
alquiler de coches.

8 Álgebra Lineal
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0.4.2. Negación de la implicación

Recordemos que p → q es equivalente a ¬p ∨q . Entonces, con las leyes de
Morgan,

¬(p → q) ≡¬(¬p ∨q) ≡ p ∧¬q.

Esto puede resultar un poco confuso al principio, pero lo podemos aclarar si
pensamos de la siguiente forma. Si tenemos un enunciado que nos dice que p

implica a q , entonces nos está diciendo que la verdad de p viene acompañada
de la verdad de q . Si negamos eso, decimos que p puede ser verdad, mientras
que q es falsa. Este es el fundamento de una demostración por reducción al
absurdo.

0.4.3. Negación del cuantificador universal

Supongamos que hacemos la siguiente afirmación:

Todas las personas de la clase aprobaron el primer parcial.

La negación de esto sería algo de la forma

Al menos una persona de la clase no aprobó el primer parcial.

Vamos a ponerlo más formal. Sea C el conjunto de estudiantes de la clase, y P

el conjunto de estudiantes de la clase que han aprobado el primer parcial. La
afirmación original es

(∀x)(x ∈C → x ∈ P ).

La negación es
(∃x)(x ∈C ∧x 6∈ P ).

Si notamos por P (x) una propiedad del elemento x, podemos decir lo siguiente:

¬[(∀x)(P (x))] ≡ (∃x)(¬P (x)).

Por tanto, el truco para negar un cuantificador universal es que el símbolo ¬
cambia el ∀x en ∃x y pasa a negar la propiedad.

Ejemplo 0.4.2. Una expresión matemática como

Si x > 1, entonces x3 −x > 0

es una simplificación aceptable de la más formal

Para todo x, si x ∈R y x > 1, entonces x3 −x > 0.

Esta versión nos ayuda a construir la negación:

Existe x un número real tal que x > 1 y x3 −x ≤ 0.

Álgebra Lineal 9
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0.4.4. Negación del cuantificador existencial

El tratamiento es muy similar al anterior, y la regla general es

¬[(∃x)(P (x))] ≡ (∀x)(¬P (x)).

Ejemplo 0.4.3. Construyamos las negaciones de las siguientes expresiones.

1. (∃x ∈N)(x ≤ 0).

2. (∀ǫ> 0)(∃n ∈N)(1/n < ǫ).

Con las reglas anteriores, obtenemos

1. (∀x ∈N)(x > 0).

2. (∃ǫ> 0)(∀n ∈N)(1/n ≥ ǫ).

0.5. Inducción matemática

En el conjunto N de los números naturales se tiene el principio de buena
ordenación: todo subconjunto no vacío S de N tiene un primer elemento. A
partir de aquí deduciremos el principio de inducción matemática.

Consideremos el siguiente ejemplo de suma de una progresión aritmética.
Queremos calcular la suma de los 100 primeros números naturales. Una for-
ma, claro está, es realizar la suma con paciencia. Otro método es el siguiente.
Escribamos la suma dos veces, pero la segunda en orden inverso, y sumamos
verticalmente:

1 + 2 + 3 + 4 + . . . + 99 + 100
100 + 99 + 98 + 97 + . . . + 2 + 1

101 + 101 + 101 + 101 + . . . + 101 + 101

Hay 100 términos, por lo que el doble de la suma es 100×101= 10100, y la suma
es 5050.

Lo anterior es un buen método para obtener incluso una fórmula general,
pero hay algo en la prueba que nos puede dejar en duda. Se refiere a los puntos
suspensivos que colocamos para representar la suma. El principio de inducción
matemática elimina esta ambigüedad.

Supongamos que tenemos un conjunto S, subconjunto de N, y que tiene las
siguientes propiedades:

1 ∈ S.

10 Álgebra Lineal
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Si n ≥ 1 y n ∈ S, entonces n +1 ∈ S.

¿Qué es S en realidad? La primera propiedad nos dice que 1 ∈ S, pero la apli-
cación de la segunda nos garantiza que 2 = 1+1 ∈ S. Si aplicamos de nuevo la
segunda propiedad tenemos que 3 = 2+1 ∈ S, y así sucesivamente. Como S ⊂N,
y parece que todo elemento de N se puede alcanzar por aplicación reiterada de
la segunda propiedad, tenemos que N ⊂ S. Parece claro, pero de nuevo repeti-
mos el argumento de los puntos suspensivos. El principio de buena ordenación
nos permite probar la inducción matemática.

Principio de inducción

Supongamos que S es un subconjunto de N con las siguientes propie-
dades:

1 ∈ S.

Si n ≥ 1 y n ∈ S, entonces n +1 ∈ S.

Entonces S =N.

PRUEBA: La prueba es por reducción al absurdo, y nos va a servir para poner
en funcionamiento los métodos que hemos estudiado. Supongamos que S 6=
N. Como S es un subconjunto de N, esto quiere decir que existe n ∈ N tal que
n 6∈ S. Sea T = N−S, el conjunto de elementos de N que no están en S. Por lo
que estamos suponiendo, T es un conjunto no vacío, subconjunto de N. Por el
principio de buena ordenación, contiene un primer elemento, que llamaremos
a.

Sabemos que no es posible que a = 1, por la primera propiedad. Así, a > 1.
Entonces a−1 ∈N, y como a es el primer elemento de T , se tiene que a−1 6∈ T .
Por tanto, a − 1 ∈ S. Pero si aplicamos la segunda propiedad de S, resulta que
(a−1)+1∈ S, luego a ∈ S. Esto es una contradicción, por lo que T es un conjunto
vacío. �

Vamos a ver un ejemplo donde aplicar el principio de inducción matemáti-
ca.

Ejemplo 0.5.1. Para todo n ≥ 1,

n∑

k=1

k2 =
n(n +1)(2n +1)

6
.
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En primer lugar, vamos a ver que se verifica para n = 1. En efecto,

1∑

k=1

k2 = 1 = 1(1+1)(2 ·1+1)/6,

y tenemos el primer caso. Supongamos que n ≥ 1 y que se tiene la propiedad
para n, esto es,

n∑

k=1

k2 =
n(n +1)(2n +1)

6
.

Vamos a probar el resultado para n +1. Tenemos que

n+1∑

k=1

k2 =
n∑

k=1

k2 + (n +1)2 =
n(n +1)(2n +1)

6
+ (n +1)2

=
2n3 +3n2 +n +6(n2 +2n +1)

6
=

2n3 +9n2 +13n +6

6

=
(n +1)(n +2)(2n +3)

6
=

(n +1)(n +2)[2(n +1)+1]

6
.

La propiedad es cierta para n +1, y entonces se verifica para todo n ≥ 1.

Ejemplo 0.5.2. Supongamos que hay n personas en una habitación, y cada una
saluda a otra persona una sola vez. Entonces el número de saludos en total es
n(n −1)/2.

Si hay una sola persona en la habitación, no saluda a nadie. Se verifica en-
tonces la fórmula para n = 1, pues 0 = 1(1−1)/2. Sea entonces n ≥ 1, y supon-
gamos que hay n +1 personas en una habitación. Saquemos a una persona del
lugar. Si se saludan las que quedan, habrá n(n −1)/2 saludos. Ahora traemos a
la persona que habíamos sacado. Cuando salude a las que están dentro, con-
taremos n saludos más. Por tanto, el número total de saludos entre las n + 1
personas es

n(n −1)

2
+n =

n2 −n +2n

2
=

n2 +n

2
=

n(n +1)

2
,

que es la fórmula para n +1.

Hay diferentes variaciones de la inducción estándar.

12 Álgebra Lineal
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Variaciones sobre la inducción

Supongamos que S es un subconjunto de Z que verifica

Existe un entero j ∈ S.

Si n ≥ j y n ∈ S, entonces n +1 ∈ S.

Entonces S = {n ∈Z : n ≥ j }.

La prueba es exactamente igual que la del principio de inducción. Esta forma
nos permite variar el punto de partida, y no estar anclados al valor 1. Otra forma
de inducción es la que se denomina inducción fuerte.

Principio de inducción fuerte

Supongamos que S ⊂N es un conjunto que verifica

1 ∈ S.

Si n ≥ 2 y 1,2, . . . ,n −1 ∈ S, entonces n ∈ S.

Entonces S =N.

Si tenemos que probar algo por inducción, nos puede pasar que la induc-
ción normal no funcione bien al hacer el paso de n a n +1, y lo que funcione
sean las condiciones que nos indican que 1,2, . . . ,n son elementos de S.

0.6. Funciones

0.6.1. Definición

Dados dos conjuntos A y B , una función f es una regla o conjunto de ins-
trucciones mediante la cual cada elemento de A es emparejado con exactamen-

te un elemento de B . El conjunto A se denomina dominio de la función, y a B

el codominio. Lo escribiremos como f : A → B . Si x ∈ A se empareja con y ∈ B

lo notaremos por y = f (x) o x 7→ y . Decimos que y es la imagen de x, o que x se
aplica en y , y que x es una pre-imagen de y . El subconjunto de B que consiste
de las imágenes de los elementos de A se denomina imagen de f .
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Veamos los detalles de esta definición. En primer lugar, para que una corres-
pondencia f : A → B sea una función, todo elemento x ∈ A debe tener alguna
imagen y ∈ B . En otras palabras,

(F1) Para cada x ∈ A, existe y ∈ B tal que f (x) = y .

Además, la regla que define a f debe producir un único f (x) para todo x ∈
A. Decimos que f está bien definida si f (x) es único para todo x ∈ A. Esto lo
expresamos así:

(F2) Si y1, y2 ∈B son tales que f (x) = y1 y f (x) = y2, entonces y1 = y2.

Otra forma de formular esta condición es

(F2)’ Si x1, x2 ∈ A y x1 = x2, entonces f (x1) = f (x2).

0.6.2. Aplicaciones inyectivas y sobreyectivas

Tipos de funciones

Sea f : A → B una función.

Decimos que f es sobreyectiva si para cada b ∈ B existe a ∈ A tal
que f (a) = b. A veces abreviamos diciendo que f es sobre.

Decimos que f es inyectiva si dado f (x1) = f (x2) implica que
x1 = x2, para x1, x2 ∈ A. También es posible usar la forma nega-
tiva de esta condición: si x1 6= x2 entonces f (x1) 6= f (x2).

0.6.3. Imagen y pre-imagen

Imagen de un conjunto

Sea f : A → B una función, y A1 ⊂ A. Entonces la imagen de A1 es

f (A1) = {y ∈B | (∃x ∈ A1)(y = f (x))} = { f (x) | x ∈ A1}.

Para el caso A1 = A escribiremos f (A) = im( f ).

14 Álgebra Lineal
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Preimagen o imagen inversa

Sea f : A → B una función, y B1 ⊂ B . Definimos la preimagen o imagen
inversa de B1 como el conjunto

f −1(B1) = {x ∈ A | f (x) ∈ B1}.

Si B1 = {y} contiene un solo elemento, escribiremos f −1(y) en lugar de f −1({y}).

0.6.4. Composición y función inversa

Supongamos que f : A → B y g : B → C son funciones. Definimos la com-
posición g ◦ f : A →C como la aplicación definida por (g ◦ f )(x) = g ( f (x)) para
todo x ∈ A.

Es fácil ver que g ◦ f es una función (verifica las condiciones F1 y F2). Obser-
vemos que f ◦g puede que no tenga sentido, pues C no tiene que coincidir con
A. Aunque los conjuntos permitieran la composición, en general g ◦ f 6= f ◦ g .

Si f : A → B es una función, entonces la regla que une estos dos conjuntos
está bien definida (regla F2) sobre todo A (regla F1). Vemos ahora la cuestión
desde el punto de vista de B . ¿Podemos encontrar una aplicación g : B → A

cuya regla de asignación sea la opuesta a la de f ? Por ejemplo, si f (8) = 2, que-
remos que g (2)= 8.

Función inversa

Sea f : A → B una función. Decimos que g : B → A es una inversa de f

si (g ◦ f )(x) = x para todo x ∈ A, y ( f ◦ g )(y) = y para todo y ∈ B . A tal
función g la notamos por f −1.

Debemos tener mucho cuidado con la notación. Si B1 ⊂ B , representamos
por f −1(B1) el conjunto pre-imagen de B1. Esto siempre existe, y puede ser el
conjunto vacío. Esta notación no hay que confundirla con la función f −1, que
puede que no exista.
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Existencia de la función inversa

Supongamos que f : A → B es una función inyectiva y sobreyectiva. En-
tonces existe una única función inversa f −1 : B → A, que también es
inyectiva y sobreyectiva.

Demostración. Lo primero que tenemos que hacer es definir cómo actúa g . Sea
y ∈B . Por el carácter sobreyectivo de f , existe x ∈ A tal que f (x) = y . Pero por el
carácter inyectivo de f , sabemos que tal x es único. Definimos entonces g (y) =
x, y vamos a comprobar que es una función.

(F1) Para cada y ∈B , existe x ∈ A tal que g (y) = x, o lo que es lo mismo, que
g está definida en todo B . Esto lo tenemos por la construcción de g .

(F2) Si x1, x2 ∈ A son tales que g (y) = x1 y g (y) = x2, entonces x1 = x2. Si
g (y) = x1, entonces f (x1) = y , y, análogamente, f (x2) = y . Entonces f (x1) =
f (x2), y por la inyectividad de f se deduce que x1 = x2.

En consecuencia, g es una función. Vamos a probar ahora que es inyectiva
y sobre.

g es inyectiva. Sean y1, y2 ∈ B tales que g (y1) = g (y2) = x. Entonces f (x) =
y1 y f (x) = y2. Como f es función, se tiene que y1 = y2.

g es sobre. Sea x ∈ A. Entonces existe y ∈ B tal que f (x) = y , pues f está
definida en todo el conjunto A. Por la construcción de g , se verifica que
g (y) = x.

Ahora queda ver que g cumple las condiciones de función inversa.

(g ◦ f )(x) = x para todo x ∈ A. Sea y = f (x). Entonces, por la definición de
g , sabemos que (g ( f (x)) = g (y) = x, que es el resultado.

( f ◦ g )(y) = y para todo y ∈ B . Sea x = g (y). Entonces f (x) = y , o bien,
f (g (y)) = y .

Lo único que nos queda probar es la unicidad de la función g . Para ello, supon-
gamos que h : B → A es una función que satisface las condiciones (h ◦ f )(x) = x

para todo x ∈ A, y ( f ◦h)(y) = y para todo y ∈ B . Como

( f ◦ g )(y) = y = ( f ◦h)(y) para todo y ∈B ,

la inyectividad de f nos dice que g (y) = h(y) para todo y ∈ B , o lo que es lo
mismo, que g = h.
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0.7. Números complejos

Los números reales tienen una gran deficiencia: la de que no toda función
polinómica tiene una raíz. El ejemplo más sencillo y notable es el hecho de que
no existe ningún número real x tal que x2 +1 = 0. Desde hace mucho tiempo
se inventó un número i con la propiedad de que i 2 +1= 0. La admisión de este
número parecía simplificar muchos cálculos algebraicos, especialmente cuan-
do se admitían los “números complejos" a + bi , para a,b ∈ R, y se suponían
válidas todas las leyes del cálculo aritmético.

Por ejemplo, la ecuación

x2 +x +1 = 0

carece de raíces reales, puesto que

x2 +x +1 = (x +
1

2
)2 +

3

4
> 0, para todo x.

Pero la fórmula de resolución de ecuaciones cuadráticas sugiere las “solucio-
nes"

x =
−1+

p
−3

2
, x =

−1−
p
−3

2
.

Si interpretamos
p
−3 como

p
3 · (−1) =

p
3
p
−1 = 3i , entonces estos números

serían

−
1

2
+
p

3

2
i y −

1

2
−
p

3

2
i .

Es incluso posible “resolver” ecuaciones cuadráticas cuyos coeficientes son a
su vez números complejos. Por ejemplo, la ecuación

x2 +x +1+ i = 0

admite las soluciones

x =
−1±

p
1−4(1+ i )

2
=

−1±
p
−3−4i

2
,

donde el símbolo
p
−3−4i significa un númeroα+βi cuyo cuadrado es −3−4i .

Para nosotros, los números complejos son símbolos de la forma a +bi , a y
b reales, con las siguientes operaciones:

1. (a+bi )+ (c +di ) = (a+c)+ (b +d)i ,

2. (a+bi )(c +di ) = (ac −bd)+ (ad +bc)i .
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Vamos a dar nombres a cada parte. Si z = a +bi , decimos que a es la parte real
de z, y lo notaremos por a = Re(z), y b es la parte imaginaria de z: b = Im(z). Al
conjunto de números complejos lo llamaremos C.

Los números reales son un subconjunto de los números complejos: son
aquellos que tienen parte imaginaria igual a cero. Si z = a +bi es un número
complejo, entonces el conjugado z̄ de z se define como

z̄ = a−bi ,

y el módulo de z está definido por

|z| =
√

a2 +b2.

Los números complejos también se pueden dividir. Por ejemplo,

15+ i

6+3i
=

(15+ i )(6−3i )

(6+3i )(6−3i )
=

(90+3)+ (−45+6)i

36+9

=
93−39i

45
=

31

15
−

13

15
i .

Se tienen las siguientes propiedades fundamentales:

Propiedades de los números complejos

Sean z y w números complejos. Entonces

1. ¯̄z = z.

2. z̄ = z si y solamente si z es un número real.

3. z +w = z +w .

4. −z =−z.

5. z ·w = z ·w .

6. z−1 = z−1, si z 6= 0.

7. |z|2 = z · z.

8. |z ·w | = |z| · |w |.

Demostración. Las demostraciones son muy simples. Por ejemplo, sean z = a+
bi , w = c +di . Entonces

z ·w = (a+bi )(c +di ) = (ac −bd)+ (ad +bc)i

= (ac −bd)− (ad +bc)i = (a−bi )(c −di ) = z̄ · w̄ .
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De aquí se deduce fácilmente la última:

|z ·w |2 = (z ·w)z ·w = z ·w · z̄ · w̄ = (z · z̄)(w · w̄ ) = |z|2 |w |2 ,

y como los módulos de números complejos son números no negativos, se sigue
que |z ·w | = |z| · |w |.

Todo número complejo z 6= 0 se puede escribir como

z = |z|
z

|z|
= |z|u.

Es inmediato que |u| = 1, y si u =α+ iβ, entonces α2 +β2 = 1. Esto lo podemos
escribir como

u =α+ iβ= cosθ+ i sinθ

para algún número θ. Así, todo número complejo z no nulo se puede escribir

z = r (cosθ+ i sinθ)

para algún r > 0. El número r es único (igual a |z|), pero θ no es único. Si una
posibilidad es θ0, las demás son θ0 +2kπ, para k ∈ Z. A este ángulo se le llama
argumento de z.

En principio se había introducido el número i para resolver la ecuación
x2 +1 = 0. El teorema fundamental del Álgebra afirma que con estos números
podemos resolver cualquier ecuación polinómica: toda ecuación

zn +an−1zn−1 +·· ·+a0 = 0, a0, . . . , an−1 ∈C

tiene una raíz compleja.
Un hecho que usaremos más adelante es que si a0, . . . , an−1 son reales, y

a+bi , con a,b ∈R, satisface la ecuación

zn +an−1zn−1 +·· ·+a0 = 0,

entonces a − ib satisface también esta ecuación. En efecto, sea w = a +bi . En-
tonces

w n +an−1w n−1 +·· ·+a0 = 0.

Si aplicamos conjugación a ambos lados de la igualdad, obtenemos

w n +an−1w n−1 +·· ·+a0 = 0,

pues el conjugado de la suma es la suma de conjugados. Lo mismo se aplica al
producto, y recordemos que los números a j son reales. Entonces a j = a j , de
donde queda

w n +an−1w n−1 +·· ·+a0 = 0.

Así, el conjugado de w también es raíz del polinomio. Esto significa que las
raíces no reales de un polinomio con coeficientes reales se presentan siempre
por pares, una raíz y su conjugada.
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Capítulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Introducción

Un problema fundamental que aparece en matemáticas es el análisis y reso-
lución de m ecuaciones algebraicas con n incógnitas. El estudio de un sistema
de ecuaciones lineales simultáneas está íntimamente ligado al estudio de una
matriz rectangular de números definida por los coeficientes de las ecuaciones.
Esta abstracción aparece desde el momento en que se trataron estos proble-
mas.

El primer análisis registrado de ecuaciones simultáneas lo encontramos en
el libro chino Jiu zhang Suan-shu (Nueve Capítulos sobre las artes matemáti-

cas),(véase Carlos Maza y McTutor) escrito alrededor del 200 a.C. Al comienzo
del capítulo VIII, aparece un problema de la siguiente forma:

Tres gavillas de buen cereal, dos gavillas de cereal mediocre y una gavilla de

cereal malo se venden por 39 dou. Dos gavillas de bueno, tres mediocres y una

mala se venden por 34 dou. Y una buena, dos mediocres y tres malas se venden

por 26 dou. ¿Cuál es el precio recibido por cada gavilla de buen cereal, cada ga-

villa de cereal mediocre, y cada gavilla de cereal malo?

Hoy en día, este problema lo formularíamos como un sistema de tres ecua-
ciones con tres incógnitas:

3x + 2y + z = 39,
2x + 3y + z = 34,

x + 2y + 3z = 26,

donde x, y y z representan el precio de una gavilla de buen, mediocre y mal
cereal, respectivamente. Los chinos vieron el problema esencial. Colocaron los
coeficientes de este sistema, representados por cañas de bambú de color, como
un cuadrado sobre un tablero de contar (similar a un ábaco), y manipulaban las

21

http://www.personal.us.es/cmaza/china/china.PDF
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Indexes/Chinese.html


Depto. de Álgebra

filas del cuadrado según ciertas reglas establecidas. Su tablero de contar y sus
reglas encontraron su camino hacia Japón y finalmente aparecieron en Europa,
con las cañas de color sustituidas por números y el tablero reemplazado por
tinta y papel.

Figura 1.1: Numerales chinos con cañas de bambú

En Europa, esta técnica llegó a ser conocida como eliminación gaussiana,
en honor del matemático alemán Carl F. Gauss, que popularizó el método.

Figura 1.2: C.F. Gauss (1828)

Como la técnica de eliminación es fundamental, empezamos el estudio de
nuestra materia aprendiendo cómo aplicar este método para calcular las solu-
ciones de los sistemas lineales. Después de que los aspectos computacionales
se manejen bien, profundizaremos en cuestiones más teóricas.
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1.2. Eliminación gaussiana y matrices

El problema es calcular, si es posible, una solución común a un sistema de
m ecuaciones y n incógnitas de la forma

S ≡







a11x1 + a12x2 + . . . + a1n xn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2n xn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amn xn = bm ,

donde las xi son las incógnitas y los ai j ,bi son constantes (números reales o
incluso complejos). Los números ai j se denominan coeficientes del sistema, y
el conjunto de los bi términos independientes del sistema. Para estos sistemas,
existen tres posibilidades:

SOLUCIÓN ÚNICA: Existe uno y sólo un conjunto de valores para las in-
cógnitas xi que satisfacen las ecuaciones simultáneamente.

INFINITAS SOLUCIONES: Existen infinitos conjuntos de valores para las
incógnitas xi que satisfacen las ecuaciones simultáneamente. Veremos
más adelante que si el sistema tiene más de una solución, entonces tiene
infinitas.

SIN SOLUCIÓN: No hay ningún conjunto de valores para las incógnitas
xi que satisfagan todas las ecuaciones simultáneamente. El conjunto de
soluciones es vacío.

Gran parte del trabajo acerca de los sistemas de ecuaciones es decidir cuál de
estas tres posibilidades es la que se presenta. La otra parte de la tarea es calcular
la solución si es única o describir el conjunto de soluciones si hay más de una.
Incluso cuando no hay soluciones se puede hablar de pseudosoluciones. Esto lo
trataremos cuando estudiemos mínimos cuadrados.

Ejemplo 1.2.1. Los casos anteriores los podemos encontrar ya en el sencillo
ejemplo ax = b, que es una ecuación de primer grado. La podemos ver como
un sistema de ecuaciones de una ecuación y una incógnita.

La ecuación 3x = 1 tiene solución única x = 1
3 .

La ecuación 0 ·x = 0 tiene infinitas soluciones.

La ecuación 0 ·x = 1 no tiene solución.

Podemos ampliar un poco la variedad con sistemas que resulten sencillos de
resolver.
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1. El sistema {
2x = 1,

y = −1

consiste en dos ecuaciones de primer grado, con solución x = 1
2 , y =−1.

2. El sistema {
2x +y = 1,

x +1
2 y = 1

2

puede parecer más complicado, pero no lo es. Si multiplicamos la segun-
da ecuación por 2, obtenemos una ecuación igual a la primera, por lo que
el conjunto de soluciones son todos los números x, y tales que 2x+ y = 1.
Para cada valor de y existe un valor de x que verifica la ecuación.

3. El sistema {
2x +y = 1,

x +1
2 y = 0

se parece mucho al anterior, pero al multiplicar la segunda ecuación por
2 obtenemos las relaciones

{
2x +y = 1,
2x +y = 0

Esto implica que 1 = 0, por lo que no hay solución; el sistema es incom-
patible.

La eliminación gaussiana es una herramienta que nos permitirá tratar las
diferentes situaciones de una manera ordenada. Es un algoritmo que sistemá-
ticamente transforma un sistema en otro más simple, pero equivalente, es de-
cir, que posee el mismo conjunto de soluciones. La idea es llegar a un sistema
lo más sencillo posible, eliminando variables, y obtener al final un sistema que
sea fácilmente resoluble. Por ejemplo, uno diagonal para el caso m = n. El pro-
ceso de eliminación descansa sobre tres operaciones simples que transforman
un sistema en otro equivalente. Para describir estas operaciones, sea Ek la k-
ésima ecuación

Ek : ak1x1 +ak2x2 +·· ·+akn xn = bk

y escribamos el sistema como

S ≡







E1

E2
...

Em







.

Dado un sistema lineal S , cada una de las siguientes transformaciones ele-

mentales produce un sistema equivalente S
′.
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1. Intercambio de las ecuaciones i-ésima y j -ésima. Esto es, si

S ≡







E1
...

Ei
...

E j
...

Em







, entonces S
′ ≡







E1
...

E j
...

Ei
...

Em







.

2. Reemplaza la i-ésima ecuación por un múltiplo no nulo de ella. Esto es,

S
′ ≡







E1
...

αEi
...

Em







, donde α 6= 0.

3. Reemplaza la j -ésima ecuación por una combinación de ella misma más
un múltiplo de la j -ésima ecuación. Esto es,

S
′ ≡







E1
...

Ei
...

E j +αEi
...

Em







.

Es fácil ver que estas operaciones no cambian el conjunto de soluciones.
El problema más común en la práctica es la resolución de un sistema con

n ecuaciones y n incógnitas, lo que se conoce como un sistema cuadrado, con
solución única. En este caso, la eliminación gaussiana es directa, y más tarde
estudiaremos las diferentes posibilidades. Lo que sigue es un ejemplo típico.
Consideremos el sistema

2x + y + z = 1,
6x + 2y + z = −1,

−2x + 2y + z = 7.
(1.2.1)

Álgebra Lineal 25



Depto. de Álgebra

En cada paso, la estrategia es centrarse en una posición, llamada posición pi-

vote, y eliminar todos los términos por debajo de la posición usando las tres
operaciones elementales. El coeficiente en la posición pivote se denomina pi-

vote, mientras que la ecuación en donde se encuentra el pivote se llama ecua-

ción pivotal. Solamente se permiten números no nulos como pivotes. Si un
coeficiente en una posición pivote es cero, entonces la ecuación pivotal se in-
tercambia con una ecuación por debajo para producir un pivote no nulo. Esto
siempre es posible para sistemas cuadrados con solución única. A menos que
sea cero, el primer coeficiente de la primera ecuación se toma como el primer
pivote. Por ejemplo, el elemento 2 del sistema es el pivote del primer paso:

2 x + y + z = 1,
6x + 2y + z = −1,

−2x + 2y + z = 7.

Paso 1. Elimina todos los términos por debajo del pivote.

Resta tres veces la primera ecuación de la segunda para generar el sistema
equivalente

2 x + y + z = 1,
− y − 2z = −4, (E2 −3E1)

−2x + 2y + z = 7.

Suma la primera ecuación a la tercera para formar el sistema equivalente

2 x + y + z = 1,
− y − 2z = −4,

3y + 2z = 8 (E3 +E1).

Paso 2. Selecciona un nuevo pivote.

De momento, seleccionamos un nuevo pivote buscando para abajo y a
la derecha. Más adelante veremos una mejor estrategia. Si este coeficien-
te no es cero, entonces es nuestro pivote. En otro caso, intercambiamos
con una ecuación que esté por debajo de esta posición para colocar el
elemento no nulo en la posición pivote. En nuestro ejemplo, −1 es el se-
gundo pivote:

2x + y + z = 1,
−1 y − 2z = −4,

3y + 2z = 8.

Paso 3. Elimina todos los términos por debajo del pivote.
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Suma tres veces la segunda ecuación a la tercera para llegar al sistema
equivalente:

2x + y + z = 1,
−1 y − 2z = −4,

− 4z = −4 (E3 +3E2).

En general, en cada paso nos movemos abajo y hacia la derecha para se-
leccionar el nuevo pivote, y entonces eliminar todos los términos por de-
bajo de él hasta que ya no podamos seguir. En este ejemplo, el tercer pi-
vote es −4, pero como ya no hay nada por debajo que eliminar, paramos
el proceso.

En este punto, decimos que hemos triangularizado el sistema. Un sistema
triangular se resuelve muy fácilmente mediante el método de sustitución hacia

atrás, en el que la última ecuación se resuelve para la última incógnita y se
sustituye hacia atrás en la penúltima ecuación, la cual se vuelve a resolver para
la penúltima incógnita, y continuamos así hasta llegar a la primera ecuación.
En nuestro ejemplo, de la última ecuación obtenemos

z = 1.

Sustituimos z = 1 en la segunda ecuación, y tenemos

y = 4−2z = 4−2(1)= 2.

Por último, sustituimos z = 1 y y = 2 en la primera ecuación para obtener

x =
1

2
(1− y − z) =

1

2
(1−2−1) =−1,

que completa la solución.
No hay razón para escribir los símbolos como x, y o z en cada paso, pues lo

único que manejamos son los coeficientes. Si descartamos los símbolos, enton-
ces el sistema de ecuaciones se reduce a una matriz rectangular de números en
la que cada fila representa una ecuación. Por ejemplo, el sistema 1.2.1 se reduce
a la siguiente matriz





2 1 1 1
6 2 1 −1

−2 2 1 7



(las barras indican donde aparece el signo =).

La matriz de coeficientes está formada por los números a la izquierda de la lí-
nea vertical. La matriz completa, matriz de coeficientes aumentada por los tér-
minos de la derecha, se denomina matriz ampliada asociada al sistema. Si la
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matriz de coeficientes se nota por A y el lado derecho por b, entonces la matriz
ampliada del sistema la escribiremos como (A|b).

Un escalar es un número real o un número complejo, y una matriz es una
disposición de escalares en rectángulo. Usaremos letras mayúsculas para las
matrices y minúsculas con subíndice para las entradas individuales de la ma-
triz. Así, escribiremos

A =








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn







= (ai j ).

El primer subíndice de un elemento de la matriz indica la fila, y el segundo
subíndice denota la columna donde se encuentra. Por ejemplo, si

A =





2 1 3 4
8 6 5 −9

−3 8 3 7



 , entonces a11 = 2, a12 = 1, . . . , a34 = 7. (1.2.2)

Una submatriz de una matriz dada A es una matriz que se obtiene borrando
un conjunto de filas y columnas de A. Por ejemplo,

B =
(

2 4
−3 7

)

es una submatriz de A porque B es el resultado de borrar la segunda fila, y las
columnas segunda y tercera de A.

Una matriz A se dice que tiene orden m ×n cuando A tiene exactamente
m filas y n columnas. La matriz A de (1.2.2) es una matriz 3×4. Por convenio,
las matrices 1×1 se identifican con escalares, y al revés. Para enfatizar que una
matriz A es de orden m ×n, usaremos la notación Am×n . Cuando m = n, es
decir, cuando el número de filas y columnas coincide, diremos que la matriz
es cuadrada. En otro caso, la llamamos rectangular. Las matrices que tienen
una sola fila o una sola columna las llamaremos, respectivamente, vectores fila

o vectores columna.
El símbolo Ai∗ se usa para notar la fila i-ésima, y A∗ j para la j -ésima co-

lumna. Por ejemplo, si A es la matriz de (1.2.2), entonces

A2∗ =
(

8 6 5 −9
)

y A∗2 =





1
6
8



 .

Más adelante necesitaremos efectuar dos operaciones con las filas y las colum-
nas, derivadas de las operaciones que hemos hecho en las ecuaciones. Una fila
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de una matriz Am×n es un elemento del producto cartesiano Kn , donde K es el
cuerpo base. Una columna de Am×n es un elemento de Km . Podemos definir
dos operaciones sobre las filas.

Dado un escalar α ∈K y una fila a=
(

a1 . . . an

)

, definimos

αa=
(
αa1 . . . αan

)

,

es decir, multiplicamos cada componente de a por el escalar α.

Dadas dos filas a=
(

a1 . . . an

)

,a′ =
(

a′
1 . . . a′

n

)

, definimos

a+a′ =
(

a1 +a′
1 . . . an +a′

n

)

,

esto es, sumamos componente a componente.

Las operaciones análogas se definen también para las columnas.
La eliminación gaussiana se puede realizar sobre la matriz ampliada (A|b)

mediante operaciones elementales sobre las filas de (A|b). Estas operaciones
elementales de filas se corresponden a las tres operaciones elementales que
hemos visto antes.

Para una matriz de orden m ×n de la forma

M =
















M1∗
...

Mi∗
...

M j∗
...

Mm∗
















,

los tres tipos de operaciones elementales de filas sobre M son como sigue.

Tipo I. Intercambio de filas i y j para dar
















M1∗
...

M j∗
...

Mi∗
...

Mm∗
















. (1.2.3)

Álgebra Lineal 29



Depto. de Álgebra

Tipo II. Reemplazo de la fila i por un múltiplo no nulo de ella para dar











M1∗
...

αMi∗
...

Mm∗











, donde α 6= 0. (1.2.4)

Tipo III. Reemplazo de la fila j por una combinación de ella más un múl-
tiplo de la fila i para dar
















M1∗
...

Mi∗
...

M j∗+αMi∗
...

Mm∗
















. (1.2.5)

Para resolver el sistema 1.2.1 mediante operaciones elementales por fila,
partimos de la matriz ampliada (A|b) y triangularizamos la matriz de coeficien-
tes A realizando la misma secuencia de operaciones por fila que se correspon-
den a las operaciones elementales realizadas sobre las ecuaciones.





2 1 1 1
6 2 1 −1

−2 2 1 7





F2 −3F1

F3 +F1
−−−−−−−→





2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 3 2 8





F3+3F2−−−−→





2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 0 −4 −4



 .

La matriz final representa el sistema triangular

2x + y + z = 1,
− y − 2z = −4,

− 4z = −4.
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que se resuelve por sustitución hacia atrás, como explicamos antes. En general,
si un sistema n ×n se triangulariza a la forma








t11 t12 . . . t1n c1

0 t22 . . . t2n c2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . tnn cn








(1.2.6)

en donde cada ti i 6= 0 (no hay pivotes nulos), entonces el algoritmo general de
sustitución hacia atrás es como sigue.

Algoritmo de sustitución hacia atrás

Determina los xi de 1.2.6 mediante xn = cn/tnn y procede de manera
recursiva calculando

xi =
1

ti i
(ci − ti ,i+1xi+1 − ti ,i+2xi+2 −·· ·− ti n xn)

para i = n −1,n −2, . . . ,2,1.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el sistema

v − w = 3,
−2u + 4v − w = 1,
−2u + 5v − 4w = −2.

La matriz ampliada es




0 1 −1 3
−2 4 −1 1
−2 5 −4 −2



 .

Como la posición pivotal contiene el valor cero, intercambiamos las filas una y
dos antes de comenzar la eliminación:





0 1 −1 3
−2 4 −1 1
−2 5 −4 −2




F12−→





−2 4 −1 1
0 1 −1 3

−2 5 −4 −2





F3 −F1
−−−−−−→





−2 4 −1 1
0 1 −1 3
0 1 −3 −3





F3 −F2
−−−−−−→





−2 4 −1 1
0 1 −1 3
0 0 −2 −6



 .

Álgebra Lineal 31



Depto. de Álgebra

La sustitución hacia atrás nos da

w = −6
−2 = 3,

v = 3+v = 3+3 = 6,
u = 1

−2 (1−4v +w)= 1
−2 (1−24+3)= 10.

Ejemplo 1.2.3. Resolvamos el sistema






6x1 + 4x2 + 7x3 = −1,
3x1 + 2x2 − 5x3 = 4,
4x1 + 2x2 − 2x3 = 5,

.

Aplicamos eliminación gaussiana a la matriz ampliada
(

A b
)

. El elemento
(1,1) es no nulo, y lo usamos como pivote para obtener valores nulos por debajo
de él.







6 4 7 −1

3 2 −5 4

4 2 −2 5







F2− 1
2 F1,F3− 2

3 F1−−−−−−−−−−→







6 4 7 −1

0 0 −17/2 9/2

0 −2/3 −20
3

17
3







.

El elemento (2,2) es nulo, por lo que buscamos un elemento no nulo por debajo
de él, y lo encontramos en la posición (3,2). Por ello, efectuamos el intercambio
de las filas 2 y 3.







6 4 7 −1

0 0 −17/2 9/2

0 −2/3 −20
3

17
3







F23−→







6 4 7 −1

0 −2/3 −20
3

17
3

0 0 −17/2 9/2






= T.

El elemento (3,2) ya es nulo, y de esta forma hemos llegado a una forma trian-
gular en la matriz de coeficientes. Recordemos que la matriz anterior represen-
ta el sistema 





6x1 + 4x2 + 7x3 = −1,
− 2

3 x2 − 20
3 x3 = 17

3 ,
− 17

2 = 9
2 .

Ahora aplicamos sustitución hacia atrás:

x3 =
t34

t33
=

9
2

−17
2

=−
9

17
,

x2 =
1

t22
(t24 − t23 ·x3) =

1
−2
3

(
17

3
+

20

3
x3) =−

109

34
,

x1 =
1

t11
(t14 − t13 ·x3 − t12 ·x2) =

1

6
(−1−7x3 −4x2) =

44

17
.
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1.3. Complejidad

Una forma de medir la eficiencia de un algoritmo es contando el número de
operaciones aritméticas que se realizan. A veces, este dato no es suficiente para
medir la eficiencia de un algoritmo. Hasta ahora, muchos ordenadores ejecu-
tan las instrucciones de forma secuencial, mientras que ya aparecen máquinas
capaces de ejecutar instrucciones en paralelo, en donde múltiples tareas nu-
méricas se pueden ejecutar simultáneamente. Un algoritmo que use paralelis-
mo puede tener un mayor número de operaciones que otro secuencial, pero
ejecutarse más rápidamente en una máquina que admita la ejecución de ins-
trucciones en diferentes procesadores de manera simultánea.

Por diferentes razones, agrupamos por un lado el número de multiplica-
ciones/divisiones y por otro sumas/restas. Sin embargo, en muchos casos se
agrupan y hablamos de número de operaciones en coma flotante o flops.

Es posible contar el número de operaciones realizadas en la eliminación
gaussiana y sustitución hacia atrás, para después comparar con otros algorit-
mos.

Comencemos con el cálculo del número de operaciones de la eliminación
gaussiana. Escribamos la matriz de partida en la forma








a11 a12 . . . a1n a1,n+1

a21 a22 . . . a2n a2,n+1
...

an1 an2 . . . ann an,n+1








para un mejor tratamiento de los índice. En la primera fase hacemos ceros en la
primera columna. Para ello, calculamos el multiplicador m2 = a21

a11
(un produc-

to), y luego realizamos las operaciones

a2 j −m2a1 j , j = 2, . . . ,n +1,

que contienen n productos y n sumas. Observemos que empezamos con j = 2
porque para j = 1 sabemos que se va a obtener un cero en la posición (2,1). Por
tanto, en este paso tenemos 1+n productos y n sumas.

Lo mismo lo vamos a tener al procesar las filas hasta la n. Así, desde la fila
2 hasta la fila n realizamos en cada paso n +1 productos y n sumas, y en total,
(n −1)(n +1) productos y (n −1)n sumas.

Tenemos entonces la matriz en la forma







a11 a12 . . . a1n a1,n+1

0 a22 . . . a2n a2,n+1
...
0 an2 . . . ann an,n+1








.
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Ahora, para cada k variando entre las filas 3 y n, tendremos que calcular un
multiplicador mk = ak2

a22
(un producto), y aplicar la fórmula ak j −mk a2 j , con

j = 3, . . . ,n +1 ((n −1) productos y (n −1) sumas). En total, para hacer ceros en
la segunda columna necesitamos (n −2)n productos y (n −2)(n −1) sumas.

Al procesar las dos últimas filas para hacer un cero en la posición (n,n −1),
realizamos 1· sumas y 1 ·3 productos. En definitiva, el proceso de eliminación
gaussiana precisa

∑n−1
k=1 k(k +1) sumas, y

∑n−1
k=1 k(k +2) productos.

Ahora vamos a calcular el número de operaciones necesarias para la sus-
titución hacia atrás. Comenzamos con xn = an,n+1

ann
, que es un producto. De la

fórmula

xi =
1

ai i
(ai ,n+1 −ai ,i+1xi+1 −ai ,i+2xi+2 −·· ·−ai n xn), i = n −1,n −2, . . . ,2,1,

vemos que para cada i se necesitan n − i productos y n − i sumas. En total,
en el primer paso 0 sumas y 1 producto, en el segundo 1 suma y 2 productos,
hasta el último, con n−1 sumas y n productos, es decir,

∑n−1
k=1 k sumas y

∑n
k=1 k

productos.

Si sumamos la parte de la eliminación en la matriz con la sustitución, nos
queda:

Sumas

n−1∑

k=1

k(k +1)+
n−1∑

k=1

k =
n−1∑

k=1

k2 +2
n−1∑

k=1

k

=
1

6
(n −1)n(2n −1)+ (n −1)n =

1

3
n3 +

1

2
n2 −

5

6
n.

Productos

n−1∑

k=1
k(k +2)+

n∑

k=1
k =

n∑

k=1
k2 +2

n∑

k=1
k +

n∑

k=1
k

=
1

6
(n −1)n(2n −1)+ (n −1)n +

1

2
n(n +1)

=
1

3
n3 +n2 −

1

3
n.
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Número de operaciones en la eliminación gaussiana

La eliminación gaussiana con sustitución hacia atrás en un sistema n×
n requiere

n3

3
+n2 −

n

3
multiplicaciones/divisiones

y
n3

3
+

n2

2
−

5n

6
sumas/restas.

Cuando n crece, el término n3/3 domina estas expresiones. Por tanto, lo im-
portante a recordar es que la eliminación gaussiana con sustitución hacia atrás
sobre un sistema n×n precisa alrededor de n3/3 multiplicaciones/divisiones y
sobre el mismo número de sumas/restas. O bien, mediante agrupación, deci-
mos que la eliminación gaussiana tiene un coste del orden de 2n3/3 flops.

1.4. Método de Gauss-Jordan

En esta sección introducimos una variante de la eliminación gaussiana, co-
nocida como método de Gauss-Jordan. Aunque hay confusión con respecto al
nombre, este método fue usado por Wilhelm Jordan (1842-1899), profesor de
geodesia alemán, y no por Camille Jordan (1838-1922), matemático francés de
quien hablaremos más adelante. Las características que distinguen el método

Figura 1.3: Wilhelm Jordan (1842-1899)

de Gauss-Jordan de la eliminación gaussiana son como sigue:

En cada paso, el elemento pivote tiene que ser 1.
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En cada paso, todos los términos por encima del pivote así como todos
los que están por debajo deben ser anulados.

En otras palabras, si








a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 . . . ann bn








es la matriz ampliada del sistema, entonces mediante operaciones elementales
la reducimos a








1 0 . . . 0 s1

0 1 . . . 0 s2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 sn








.

La solución aparece en la última columna (xi = si ), por lo que no es necesaria
la sustitución hacia atrás.

Ejemplo 1.4.1. Apliquemos Gauss-Jordan al siguiente sistema:

2x1 + 2x2 + 6x3 = 4,
2x1 + x2 + 7x3 = 6,

−2x1 − 6x2 − 7x3 = −1.
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La sucesión de operaciones se indican en cada paso, y se marca el pivote.





2 2 6 4
2 1 7 6

−2 −6 −7 −1




F1/2
−−−−→





1 1 3 2
2 1 7 6

−2 −6 −7 −1





F2 −2F1

F3 +2F1
−−−−−−−→





1 1 3 2
0 −1 1 2
0 −4 −1 3





−F2
−−−−→





1 1 3 2
0 1 −1 −2
0 −4 −1 3





F1 −F2

F3 +4F2
−−−−−−−→





1 0 4 4
0 1 −1 −2
0 0 −5 −5





−F3/5
−−−−−−→





1 0 4 4
0 1 −1 −2
0 0 1 1





F1 −4F3

F2 +F3
−−−−−−−→





1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 1



 .

Por tanto, la solución es x1 = 0, x2 =−1, x3 = 1.

En principio, puede parecer que hay poca diferencia entre la eliminación
gaussiana con sustitución hacia atrás y el método de Gauss-Jordan, porque la
eliminación de términos por encima del pivote en Gauss-Jordan parece equiva-
lente a la sustitución hacia atrás. Pero esto no es correcto. El método de Gauss-
Jordan necesita más operaciones aritméticas que la sustitución hacia atrás.
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Número de operaciones de Gauss-Jordan

Para un sistema n ×n, el método de Gauss-Jordan necesita

n3

2
+

n2

2
multiplicaciones/divisiones

y
n3

2
−

n

2
sumas/restas.

En otras palabras, el método de Gauss-Jordan requiere alrededor de n3/2
multiplicaciones/divisiones y sobre el mismo número de sumas/restas, por lo
que decimos que su coste total es del orden de n3 flops.

En la última sección vimos que la eliminación de Gauss con sustitución ha-
cia atrás usaba solamente unas n3/3 multiplicaciones/divisiones, y alrededor
del mismo número de sumas/restas. Si comparamos este número con el factor
n3/2 del método de Gauss-Jordan, vemos que este último require un esfuerzo
adicional de un 50 %. Para sistemas pequeños, como los que aparecerán en los
ejemplos (n = 3,4), estas comparaciones no muestran grandes diferencias. Sin
embargo, en la práctica, los sistemas que se encuentran son bastante grandes,
y la diferencia entre los dos métodos puede ser significativa. Por ejemplo, si
n = 100, entonces n3/3 ≈ 333333, mientras que n3/2 ≈ 500000, que supone una
diferencia de 166667 multiplicaciones/divisiones, así como de sumas/restas.

Aunque el método de Gauss-Jordan no es recomendable para resolver siste-
mas de ecuaciones en la práctica, tiene ciertas ventajas teóricas. Además, pue-
de ser una técnica útil para tareas distintas a la resolución de sistemas de ecua-
ciones. Usaremos el método de Gauss-Jordan cuando tratemos la inversión de
matrices.

1.5. La eliminación gaussiana en la práctica

Ahora que ya entendemos la técnica básica de la eliminación gaussiana, es
momento de describir un algoritmo práctico para las aplicaciones reales. Para
cálculos con lápiz y papel, donde hacemos aritmética exacta, la estrategia es
mantener las cosas tan simples como sea posible, para así minimizar esos erro-
res de cálculo que todos cometemos. Pero muy pocos problemas en el mundo
real son de la clase que aparecen en los libros de texto, y las aplicaciones prác-
ticas que involucran a sistemas lineales requieren el uso de un ordenador.
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1.5.1. Coma flotante

Los ordenadores no se preocupan por lo complicada que pueda resultar
una expresión con fracciones y no cometen errores al sumar números racio-
nales o cambian un signo de manera inadvertida. Un ordenador genera un tipo
más predecible de error, llamado de redondeo, y es importante gastar un po-
co de tiempo para entender este tipo de error y su efecto en la resolución de
sistemas.

El cálculo numérico en los sistemas digitales se realiza aproximando el con-
junto infinito de los números reales por un conjunto finito.

Números en coma flotante

Un número en coma flotante con t-dígitos y base β tiene la forma

f =±.d1d2 . . . dt ×βǫ con d1 6= 0,

donde la base β, el exponente ǫ y los dígitos 0 ≤ di ≤ β−1 son enteros.
En la representación interna de la máquina, β = 2 (representación bi-
naria), pero en los ejemplos de lápiz y papel es más conveniente usar
β= 10. El valor de t , llamado la precisión, y el exponente ǫ pueden va-
riar con la máquina y el programa usado.

Por ejemplo, MAPLE tiene un valor inicial de 10 dígitos, aunque modificable.
MATLAB trabaja internamente con 16 dígitos, y podemos parametrizar la salida.

Los números en coma flotante no son más que la adaptación del concep-
to familiar de notación científica con β = 10, que será el valor que usemos en
nuestros ejemplos. Para un conjunto de valores fijados para t ,β y ǫ, el conjunto
correspondiente F de números en coma flotante es necesariamente finito, por
lo que muchos números reales no los podremos encontrar en F . Existe más
de una forma de aproximar números reales con números en coma flotante. En
todo lo que siga, usaremos el redondeo que a continuación describimos. Da-
do un número real x, la aproximación en coma flotante fl(x) se define como el
elemento de F más cercano a x, y en caso de empate entre dos opciones, elegi-
mos la más lejana a cero. Esto significa que para una precisión de t dígitos con
β= 10, tenemos que mirar el dígito dt+1 en

x = .d1d2 . . .dt dt+1 · · ·×10ǫ, con d1 6= 0,

y entonces escribimos

fl(x) =
{

.d1d2 . . .dt ×10ǫ si dt+1 < 5,
([.d1d2 . . .dt ]+10−t )×10ǫ si dt+1 ≥ 5.
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Por ejemplo, con 2 dígitos de precisión en aritmética decimal,

fl(3/80) = fl(0,0375)= fl(0,375×10−1) = ,38×10−1 = 0,038.

Consideremos η = 21/2 y ξ = 11/2. Con 2 dígitos de precisión, en aritmética
decimal,

fl(η+ξ) = fl(32/2)= 16= 0,16×102,

fl(η)+fl(ξ) = fl(0,105×102)+fl(0,55×101) = 0,11×102 +0,55×10

= 0,165×102 fl→ 0,17×102.

Por tanto, fl(η+ξ) 6= fl(fl(η)+fl(ξ)). Igualmente se puede comprobar que fl(ηξ) 6=
fl(fl(η)fl(ξ)).

Además, otras propiedades habituales de la aritmética real no se verifican
para la aritmética en coma flotante; por ejemplo, la propiedad asociativa es una
de las más llamativas. Esto, entre otras razones, convierte el análisis del cálculo
en coma flotante en algo difícil. También significa que hay que ser cuidadoso
cuando se trabajen los ejercicios que se propongan, porque la mayor parte de
calculadoras y ordenadores tienen una precisión interna fija con la que realizan
todos los cálculos antes de mostrarlos en pantalla. La precisión interna de la
calculadora es mayor que la precisión que usaremos para algunos ejemplos,
por lo que cada vez que realice un cálculo con su calculadora y se pidan t dígitos
de precisión, deberá efectuar el redondeo a mano, y reintroducir el número en
la calculadora antes de seguir con el siguiente cálculo. En otras palabras, no
encadene operaciones en su calculadora u ordenador.

Vamos a ver algunos ejemplos interesantes respecto a los problemas que
encontraremos con la aritmética de coma flotante.

Ejemplo 1.5.1. 1. Adición de números positivos en orden ascendente. Su-
pongamos que queremos efectuar la suma de los siguientes números, en
aritmética de coma flotante de cuatro dígitos:

0,2897×100, 0,4976×100, 0,2488×101, 0,7259×101, 0,1638×102,
0,6249×102, 0,2162×103, 0,5233×103, 0,1403×104, 0,5291×104.

Si sumamos tal como aparecen en la lista (orden ascendente), obtenemos
las siguientes sumas parciales:

0,7873×100, 0,3275×101, 0,1053×102, 0,2691×102, 0,8940×102,
0,3056×103, 0,8289×103, 0,2232×104, 0,7523×104.

Si hacemos la suma en orden inverso (orden descendente), las sumas par-
ciales son

0,6694×104, 0,7217×104, 0,7433×104, 0,7495×104, 0,7511×104,
0,7518×104, 0,7520×104, 0,7520×104, 0,7520×104.
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La suma correcta a ocho cifras se puede encontrar conservando todos
los dígitos en cada suma, y es 0,75229043× 104. Entonces el error en la
suma ascendente es −0,1×100, mientras que en la suma descendente es
2,9×100, unas 30 veces mayor.

2. Adición de números aproximadamente iguales. Consideremos los núme-
ros

x1 = 0,5243×100, x2 = 0,5262×100, x3 = 0,5226×100,
x4 = 0,5278×100.

Si sumamos uno a continuación del otro, y con el redondeo en cada adi-
ción, obtenemos como valor de la suma 0,2102×101. Hay otra estrategia.

Sumamos separadamente x1+x2
fl→ 0,1051×101, y x3+x4

fl→ 0,1050×101,
y ahora estas dos cantidades, con resultado 0,2101×101. La suma exacta
es 0,21009×101. En general, si deseamos sumar n2 números positivos de
aproximadamente igual magnitud, el error total por redondeo se reduce
si se suman n grupos de n elementos cada uno, y después se suman las n

sumas parciales.

3. Sustracción de dos números aproximadamente iguales. En esta diferen-
cia, la cancelación puede hacer que los dígitos significativos desaparez-
can, dejando en el resultado dígitos contaminados por los errores de re-
dondeo. Supongamos b = 3,34, a = 1,22,c = 2,28, y queremos calcular
b2 −4ac. Su valor exacto es 0,0292, pero

b2 fl→ 11,2,4ac
fl→ 11,1,b2 −4ac

fl→ 0,1.

Una buena referencia sobre los efectos desastrosos que puede tener una
inadecuada gestión de las excepciones en coma flotante se puede encontrar en

http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/ariane5rep.html

Un interesante artículo sobre los fundamentos de la aritmética en coma flotan-
te, y diferentes estrategias, se puede ver en [?].

Consejos sobre la coma flotante

Cuando se van a sumar o restar números, empiece siempre con
los números más pequeños (en valor absoluto).

Evite la sustracción de dos números aproximadamente iguales. A
menudo dicha expresión se puede reescribir para evitarla.
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1.5.2. Aplicación a la eliminación gaussiana

Para entender cómo funciona la eliminación gaussiana con la aritmética de
coma flotante, comparemos el uso de aritmética exacta con el cálculo con 3
dígitos de precisión sobre el siguiente sistema:

47x +28y = 19,
89x +53y = 36.

En la eliminación gaussiana con aritmética exacta, multiplicamos la primera
ecuación por el factor m = 89/47 y restamos el resultado a la segunda ecuación:

(
47 28 19

0 −1/47 1/47

)

.

Mediante sustitución hacia atrás, la solución exacta es x = 1, y =−1.
Con aritmética de 3 dígitos, el multiplicador es

fl(m) = fl(
89

47
) = 0,189×101 = 1,89.

Observemos ahora la secuencia de operaciones:

fl(fl(m)fl(47)) = fl(1,89×47)= 0,888×102 = 88,8,

fl(fl(m)fl(28)) = fl(1,89×28)= 0,529×102 = 52,9,

fl(fl(m)fl(19)) = fl(1,89×19)= 0,359×102 = 35,9.

El primer paso de la eliminación gaussiana queda, con 3 dígitos de precisión,
(

47 28 19
fl(89−88,8) fl(53−52,9) fl(36−35,9)

)

=
(

47 28 19
,2 ,1 ,1

)

.

El objetivo era triangular el sistema, y producir un cero en la posición (2,1),
pero esto no se puede hacer con aritmética de 3 dígitos. A menos que el valor
,2 sea reemplazado por cero, la sustitución hacia atrás no se podrá llevar a ca-

bo. Por tanto, acordaremos introducir 0 en la posición que estamos intentando
anular, independientemente del valor que la aritmética de punto flotante haya
dado. El valor de la posición que se quiere anular no se suele calcular. Así, no
nos preocupamos de calcular

fl(89−fl(fl(m)fl(47))) = fl(89−88,8) = ,2

en el ejemplo anterior. Por tanto, el resultado de la eliminación gaussiana con
3 dígitos es

(
47 28 19

0 ,1 ,1

)

.
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Aplicamos sustitución hacia atrás, con la aritmética de 3 dígitos:

y = fl(
,1

,1
) = 1,

x = fl(
19−28

47
) = fl(

−9

47
) =−,191.

La gran discrepancia entre la solución exacta (1,−1) y la calculada con 3 dígitos
de precisión (−,191,1) ilustra algunos de los problemas con los que nos vamos
a encontrar al resolver sistemas lineales con aritmética en coma flotante. En
algunos casos, una precisión mayor puede ayudar, pero esto no es siempre po-
sible porque en todas las máquinas hay un límite natural que convierte a la arit-
mética con precisión extendida no práctica a partir de un punto. Incluso si es
posible incrementar la precisión, puede que no sea ventajoso porque hay casos
en los que un incremento en precisión no produce una disminución compa-
rable en los errores de redondeo. Dada una precisión particular t , no es difícil
encontrar ejemplos de sistemas lineales para los que la solución calculada con
t dígitos es tan mala como la de nuestro ejemplo con 3 dígitos.

Aunque los efectos del redondeo no pueden ser completamente elimina-
dos, hay algunas técnicas sencillas que ayudan a minimizar estos errores indu-
cidos por la máquina.

Pivoteo parcial

En cada paso, buscamos la posición desde la posición pivotal que con-
tenga el coeficiente de mayor módulo. Si es necesario, realizamos el in-
tercambio de filas adecuado para llevar este coeficiente máximo a la
posición pivotal.

En principio, no parece claro por qué el pivoteo parcial debería mejorar la
resolución del sistema. El siguiente ejemplo no solamente muestra que el pi-
voteo parcial puede mejorar mucho, sino que también indica qué hace esta
estrategia efectiva.

Ejemplo 1.5.2. Es fácil ver que la solución exacta del sistema

−10−4x + y = 1,
x + y = 2,

es

x =
1

1,0001
≈ 0,99990000, y =

1,0002

1,0001
≈ 1,00009999.
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Si usamos aritmética de 3 dígitos sin pivoteo parcial, el resultado es

(
−10−4 1 1

1 1 2

)
F2 +104F1
−−−−−−−−−→

(
−10−4 1 1

0 104 104

)

,

porque
fl(1+104) = fl(,100001×105) = ,100×105 = 104 (1.5.1)

y
fl(2+104) = fl(,100002×105) = ,100×105 = 104. (1.5.2)

La sustitución hacia atrás nos da x = 0, y = 1.
Aunque la solución calculada para y es próxima a su solución exacta, la de

x no es muy próxima al valor exacto. La solución calculada de x no se aproxima
con tres dígitos significativos a la solución exacta. Si usamos aritmética de 3
dígitos, pero con pivoteo parcial, entonces

(
−10−4 1 1

1 1 2

)

→
(

1 1 2
−10−4 1 1

)
F2 +104F1
−−−−−−−−−→

(
1 1 2
0 1 1

)

,

porque
fl(1+10−4) = fl(,10001×101) = ,100×101 = 1 (1.5.3)

y
fl(1+2×10−4) = fl(,10002×101) = ,100×101 = 1. (1.5.4)

Esta vez, la sustitución hacia atrás nos da la solución x = 1, y = 1, que es mucho
más próxima a la solución exacta en la medida que uno puede razonablemente
aceptar: la solución calculada coincide con la exacta en tres dígitos significati-
vos.

¿Por qué el pivoteo parcial produce esta diferencia? La respuesta está en
comparar las igualdades 1.5.1 y 1.5.2 con 1.5.3 y 1.5.4.

Sin pivoteo parcial, el multiplicador es 104, y tiene un valor tan grande que
desborda la aritmética que implica a los números relativamente pequeños 1
y 2, y evita que sean tomados en cuenta. Esto es, los números más pequeños
1 y 2 son borrados como si no estuvieran presentes, de tal forma que nuestro
ordenador de 3 dígitos calcula la solución exacta de otro sistema, a saber

(
−10−4 1 1

1 0 0

)

,

que es bastante diferente del sistema original. Con pivoteo parcial, el multipli-
cador es 10−4, y es lo bastante pequeño para no solapar los números 1 y 2. En
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este caso, el ordenador con 3 dígitos de precisión calcula la solución exacta del
sistema (

0 1 1
1 1 2

)

,

que es más próximo al original.
La respuesta a la pregunta “¿Qué sistema hemos resuelto, y cuán próximo

es este sistema al original?” se denomina análisis de error hacia atrás, en opo-
sición al análisis hacia delante, que intenta responder a la pregunta “¿Cómo de
próxima será una solución calculada a la solución exacta?” El análisis hacia
atrás ha demostrado ser un camino efectivo para analizar la estabilidad numé-
rica de algoritmos.

El villano en el ejemplo anterior es el multiplicador tan grande que previene
el tomar en cuenta a números más pequeños, por lo que tenemos la solución
exacta de otro sistema que es muy diferente del original. Mediante el aumento
de la magnitud del pivote en cada paso, minimizamos la magnitud del multi-
plicador asociado, lo que nos permite controlar el crecimiento de los números
que surgen durante el proceso de eliminación. Esto ayuda a burlar algunos de
los efectos del error de redondeo. El problema del crecimiento en el proceso de
eliminación lo veremos más adelante, cuando estudiemos normas matriciales.

Cuando se usa pivoteo parcial, ningún multiplicador excede a 1 en magni-
tud. Para ver que esto es así, consideremos los siguientes pasos típicos en un
proceso de eliminación:










∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 p ∗ ∗ ∗
0 0 q ∗ ∗ ∗
0 0 r ∗ ∗ ∗










F4 − (q/p)F3

F5 − (r /p)F3
−−−−−−−−−−−→










∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 p ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗










.

El pivote es p, mientras que q/p y r /p son los multiplicadores. Si estamos usan-
do pivoteo parcial, entonces |p| ≥ |q | y |p| ≥ |r |, por lo que

∣
∣
∣
∣

q

p

∣
∣
∣
∣≤ 1 y

∣
∣
∣
∣

r

p

∣
∣
∣
∣≤ 1.

Con la garantía de que ningún multiplicador excede a 1 en magnitud, la po-
sibilidad de crear números relativamente grandes que puedan eclipsar otros
valores más pequeños es muy reducida. Para ver qué más se puede hacer, con-
sideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.3. La solución exacta del sistema

−10x + 105y = 105,
x + y = 2,
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es

x =
1

1,00001
, y =

1,0002

1,0001
.

Supongamos que se emplea aritmética de 3 dígitos con pivoteo parcial. Como
|−10| > 1, no se necesita intercambio y obtenemos

(
−10 105 105

1 1 2

)
F2 +10−1F1
−−−−−−−−−−→

(
−10 105 105

0 104 104

)

,

porque

fl(1+104) = fl(,10001×105) = ,100×105 = 104

y

fl(2+104) = fl(,10002×105) = ,100×105 = 104.

La sustitución hacia atrás nos da x = 0, y = 1, que debe ser considerada muy
mala: la solución de y no es demasiado mala, pero la de x es terrible.

¿Qué ha pasado en el ejemplo anterior? En esta ocasión, no podemos echar-
le la culpa al multiplicador. El problema procede de que la primera ecuación
contiene coeficientes que son mucho mayores que los coeficientes de la se-
gunda. Esto es, hay un problema de escala debido a que los coeficientes son de
diferentes órdenes de magnitud. Por ello, deberíamos reescalar el sistema antes
de resolverlo.

Esto apunta a que el éxito del pivoteo parcial puede depender del mante-
nimiento de la escala adecuada entre los coeficientes. Así, el segundo refina-
miento necesario para hacer la eliminación gaussiana práctica es una estrate-
gia razonable de escalado. Por desgracia, no hay una tal estrategia que produzca
óptimos resultados en todos los sistemas, por lo que debemos decidir por una
estrategia que funcione la mayoría de las veces. La estrategia es combinar esca-
lado por filas con escalado por columnas. La primera implica la comparación
de términos en cada fila. El escalado por filas no afecta a la solución exacta,
pero el escalado por columnas sí. Este escalado es equivalente a cambiar las
unidades de medida de una incógnita. Por ejemplo, si las unidades en que me-
dimos la incógnita xk en [A|b] son milímetros, y la k-ésima columna de A se
multiplica por ,001, entonces la k-ésima incógnita en el sistema escalado [Â|b]
es x̂k = 1000xk , y las unidades de x̂k son ahora metros.
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Escalado por columnas

Escoja unidades que sean naturales al problema y no distorsionen las
relaciones entre los tamaños de las cosas. Estas unidades naturales son
habitualmente claras, y un posterior escalado de columnas después de
este punto no se suele hacer.

La experiencia muestra que el combinado de escalado por filas con esca-
lado por columnas funciona habitualmente bastante bien. El pivoteo parcial
junto a una estrategia de escalado hace a la eliminación gaussiana con susti-
tución hacia atrás una herramienta muy efectiva. A lo largo del tiempo, esta
técnica ha demostrado ser fiable para resolver la mayoría de sistemas lineales
encontrados en la práctica.

Vamos a describir dos técnicas de escalado por filas.

Escalado previo de filas y pivoteo parcial

1. Escale las filas del sistema [A|b] para que el coeficiente de ma-
yor magnitud en cada fila de A sea igual a 1. Esto es, divida cada
ecuación por el coeficiente de mayor valor absoluto de la matriz
de coeficientes.

2. Aplique entonces pivoteo parcial al sistema resultante.

Ejemplo 1.5.4. Aplicamos escalado previo al sistema

{
−10x + 105y = 105,

x + y = 2,

con aritmética de 3 dígitos en coma flotante. La primera ecuación la dividimos
por 105, y la segunda por 1. Tenemos entonces el sistema

{
−10−4x + y = 1,

x + y = 2,

Ahora aplicamos pivoteo parcial, que ya lo hemos detallado en el ejemplo 1.5.2.

En [?, secc. 3.5.2] se hacen diversos comentarios sobre el escalado de filas y
columnas. Por ejemplo, sobre el escalado de filas apunta al método que hemos
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usado de dividir cada fila por el elemento de mayor módulo. De esta forma se
reduce la probabilidad de sumar un número muy pequeño a uno muy grande
durante el proceso de eliminación. Igualmente, enfatiza que el simple escalado
de filas y columnas no resuelve el problema, y que se debe proceder en una
aproximación problema a problema. Deben considerarse tanto las unidades
de medida como el error de los datos originales.

Otra aproximación diferente es la que se conoce como pivoteo escalado ([?,
secc. 1.3.2.7], [?, secc. 2.4]). Se utiliza el escalado como el método de decisión
del pivote, pero sin efectuar la división de cada fila por el término de mayor
módulo, con el objetivo de no realizar muchas operaciones. Se implementa co-
mo sigue. Antes de aplicar la eliminación, se crea un vector con los cocientes
de los elementos de la primera columna por el elemento de mayor módulo de
su fila de coeficientes correspondiente. El pivote se escoge según el término
de mayor módulo de este vector, y se realiza el intercambio de filas. A conti-
nuación, se efectúa la eliminación en la primera columna. De nuevo, antes de
aplicar eliminación a la segunda columna, se construye un nuevo vector con
los cocientes de los elementos de la segunda columna por el término de mayor
módulo de su fila de coeficientes, entre 2 y n, y se escoge el pivote. Hemos de
notar que las ecuaciones originales no se alteran.

Pivoteo escalado

1. En cada paso de la eliminación gaussiana, cree un vector con los
cocientes de los elementos de la columna correspondiente por el
elemento de mayor módulo de su filas de coeficientes correspon-
diente.

2. Coloque en la posición pivote la fila correspondiente al término
de mayor módulo.

3. Aplique la eliminación de los elementos de la columna.

Ejemplo 1.5.5. Consideremos el sistema







3x1 +2x2 +105x3 = 104,
2x1 −3x2 +103x3 = 98,

x1 +x2 +3x3 = 3.

La solución exacta es x1 = −1,0, x2 = 1,0 y x3 = 1,0. Aplicamos pivoteo parcial,
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con aritmética de tres dígitos significativos en los cálculos.




3 2 105 104
2 −3 103 98
1 1 3 3




F2−0,667F1 ,F3−0,333F1−−−−−−−−−−−−−−−→





3 2 105 104
0 −4,33 33,0 28,6
0 0,334 −32,0 −31,6





F3+0,0771F2−−−−−−−→





3 2 105 104
0 −4,33 33,0 28,6
0 0 −29,5 −29,4



 .

Mediante sustitución hacia atrás, nos queda x3 = 0,997, x2 = 0,924, x1 =−0,844,
que no casan muy bien con las soluciones exactas. Aplicamos ahora el pivoteo
escalado. En primer lugar calculamos

a1 =







3
105

2
103

1
3






=





0,0286
0,0194
0,3333



 .

El tercer elemento de a1 es el de mayor módulo, lo que indica que las filas 1 y 3
se deben intercambiar, y luego procedemos a la eliminación.





3 2 105 104
2 −3 103 98
1 1 3 3




F13−→





1 1 3 1
2 −3 103 98
3 2 105 104





F2−2F1,F3−3F1−−−−−−−−−→





1 1 3 3
0 −5 97 92
0 −1 96 95



 .

Ahora revisamos los elementos de la segunda columna, desde las posiciones 2
a 3. Calculamos

a2 =
( 5

97
1

96

)

=
(

0,0516
0,0104

)

,

lo que indica que no es necesario el intercambio de filas. Realizamos entonces
la eliminación





1 1 3 3
0 −5 97 92
0 −1 96 95




F3−0,2F2−−−−−→





1 1 3 3
0 −5 97 92
0 0 76,6 76,6



 .

La sustitución hacia atrás nos da x3 = 1,0, x2 = 1,0, x1 =−1,0, que es la solución.
Por completar, comparemos este resultado con la técnica de escalado pre-

vio y pivoteo parcial (tres dígitos significativos). En primer lugar, el escalado:




3 2 105 104
2 −3 103 98
1 1 3 3





1
105 F1, 1

103 F2, 1
3 F3−−−−−−−−−−→





0,0286 0,0190 1,0 0,990
0,0194 −0,0291 1,0 0,951

0,333 0,333 1,0 1,0



 .
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En la primera columna, el elemento de mayor módulo se encuentra en la ter-
cera fila, y efectuamos el intercambio. Los multiplicadores para la eliminación
son m1 = fl(0,0194/0,333)= 0,0583,m2 = fl(0,0286/0,333)= 0,0859.





0,333 0,333 1,0 1,0
0,0194 −0,0291 1,0 0,951
0,0286 0,0190 1,0 0,990




F2−m1F1,F3−m2F1−−−−−−−−−−−−→





0,333 0,333 1,0 1,0
0,0 −0,0485 0,942 0,893
0,0 −0,00960 0,914 0,904



 .

El nuevo multiplicador es m3 = fl(−0,00960/− 0,0485) = 0,198, y la reducción
queda





0,333 0,333 1,0 1,0
0,0 −0,0485 0,942 0,893
0,0 −0,00960 0,914 0,904




F3−m3F2−−−−−→





0,333 0,333 1,0 1,0
0,0 −0,0485 0,942 0,893
0,0 0,0 0,727 0,727





Entonces

x3 = fl(0,727/0,727)= 1,0,

x2 =
1

−0,0485
(0,893−0,942∗x3)

fl= 1,01,

x1 =
1

0,333
(1−x3 −0,333∗x2) = 1,01.

Es un resultado algo peor, y además consume más operaciones.

1.6. * Pivoteo completo

Aunque no es ampliamente usada, existe una extensión del pivoteo parcial
conocido como pivoteo completo o total, que, en algunos casos, puede ser más
efectivo que el pivoteo parcial para controlar los efectos del error de redondeo.

Pivoteo completo

Si [A|b] es la matriz ampliada en el k-ésimo paso de la eliminación
gaussiana, entonces hay que buscar el elemento de mayor módulo en
las posiciones por debajo o a la derecha de la posición pivotal. Si es
necesario, se realizan los apropiados cambios de filas y columnas para
llevar dicho coeficiente a la posición pivotal.
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Como una situación típica, consideremos el tercer paso en la siguiente ma-
triz 








∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 S S S ∗
0 0 S S S ∗
0 0 S S S ∗










.

Buscamos el coeficiente de mayor módulo entre las posiciones marcadas con
“S”. Si es necesario, intercambiamos filas y columnas para llevar este elemento
máximo a la posición pivotal marcada. Esto tiene el efecto de renombrar las
incógnitas asociadas.

El pivoteo completo es tan efectivo como el parcial. Es incluso posible cons-
truir ejemplos donde el pivoteo completo es superior al parcial. Sin embargo,
en la práctica se encuentran pocos ejemplos.

Ejemplo 1.6.1. Con aritmética de 3 dígitos y pivoteo completo, resolvemos el
sistema

x − y = −2,
−9x + 10y = 12.

Como 10 es el coeficiente de mayor módulo, intercambiamos la primera y se-
gunda filas, y también la primera y segunda columnas.

(
1 −1 −2

−9 10 12

)

→
(
−9 10 12

1 −1 −2

)

→
(

10 −9 12
−1 1 −2

)

→
(

10 −9 12
0 ,1 −,8

)

El efecto de intercambiar las columnas es renombrar las incógnitas a x̂ y ŷ ,
donde x̂ = y y ŷ = x. La sustitución hacia atrás nos da ŷ = −8 y x̂ = −6, por lo
que

x = ŷ =−8 y y = x̂ =−6.

En este caso, la solución con 3 dígitos y la solución exacta coinciden. Si so-
lamente se hubiera usado pivoteo parcial, la solución con 3 dígitos no habría
sido tan precisa. Sin embargo, la combinación de escalado y pivoteo parcial da
el mismo resultado que pivoteo completo.

Si el coste del pivoteo completo fuera similar al coste del pivoteo parcial,
siempre usaríamos pivoteo completo. Sin embargo, el pivoteo completo nece-
sita, en el paso k-ésimo, calcular el máximo de un conjunto de elementos de k2

elementos. Cada comparación es una resta, por lo que la suma de todas estas
operaciones añade del orden de 1

3 n3 flops. El pivoteo parcial añade del orden
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de 1
2 n2 comparaciones, lo que no afecta en gran medida al coste de la elimina-

ción gaussiana. Si juntamos estos hechos con lo raro que resulta en la práctica
encontrar sistemas donde pivoteo parcial y escalado no es adecuado y pivoteo
completo sí, es fácil entender por qué el pivoteo completo es raramente usa-
do en la práctica. La eliminación gaussiana con escalado y pivoteo parcial es el
método preferido para resolver sistemas densos de tamaño moderado.

1.7. Sistemas mal condicionados

La eliminación gaussiana con pivoteo parcial sobre un sistema escalado
adecuadamente es quizás el algoritmo más fundamental en el uso práctico del
álgebra lineal. Sin embargo, no es un algoritmo universal ni puede usarse a cie-
gas. En esta sección apuntamos a que en la resolución de un sistema lineal
debemos usar algo de buen juicio porque hay sistemas que son tan sensibles
a pequeñas perturbaciones que no hay ninguna técnica numérica que pueda
usarse con confianza.

Ejemplo 1.7.1. Consideremos el siguiente sistema

,835x + ,667y = ,168
,333x + ,266y = ,067

,

que tiene como solución exacta x = 1, y = −1. Si b2 = ,067 se modifica ligera-
mente a b̂2 = ,066, entonces la solución exacta cambia a x̂ =−666, ŷ = 834.

Este es un ejemplo de un sistema cuya solución es muy sensible a pequeñas
variaciones. Esta sensibilidad es intrínseca al sistema, y no depende del método
numérico para resolverlo. Por tanto, no podemos esperar algún “truco numé-
rico"que elimine esta sensibilidad. Si la solución exacta es sensible a pequeñas
perturbaciones, entonces cualquier solución calculada con aritmética en coma
flotante sufre del mismo problema, y este comportamiento es independiente
del algoritmo usado.

Sistemas lineales mal condicionados

Un sistema de ecuaciones se dice mal condicionado cuando pequeñas
perturbaciones en los coeficientes del sistema producen grandes cam-
bios en la solución exacta. En otro caso, decimos que el sistema está
bien condicionado.
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Es fácil visualizar lo que causa que un sistema 2×2 sea mal condicionado.
Desde el punto de vista geométrico, dos ecuaciones con dos incógnitas repre-
sentan dos líneas rectas, y el punto de intersección es la solución del sistema.
Un sistema mal condicionado son dos líneas rectas casi paralelas.

Dado que los errores de redondeo se pueden ver como perturbaciones de
los coeficientes del sistema original, incluso el empleo de una buena técnica
numérica (por ejemplo, aritmética exacta) sobre un sistema mal condicionado,
lleva el riesgo de producir resultados sin sentido.

Un científico, cuando trata un sistema mal condicionado, se enfrenta con
un problema más básico, y más preocupante, que el de resolver el sistema. In-
cluso si pudiera realizar un milagro y calcular la solución exacta, el científico
podría obtener una solución sin sentido que le llevase a conclusiones totalmen-
te falsas. El problema procede de que los coeficientes se obtienen con frecuen-
cia de manera empírica y son conocidos dentro de unas tolerancias. Para un
sistema mal condicionado, una pequeña incertidumbre en alguno de los coe-
ficientes puede significar una incertidumbre enorme en la solución. Esta gran
incertidumbre puede llevar a considerar la solución exacta inútil.

Ejemplo 1.7.2. Supongamos que en el sistema

,835x + ,667y = b1,
,333x + ,266y = b2,

los números b1 y b2 se obtienen como resultados de un experimento y se leen
de la pantalla de un instrumento de medición. Supongamos que el sensor es-
tá calibrado con una tolerancia de ±,001, y que los valores leídos de b1 y b2

son ,168 y ,067, respectivamente. Esto nos da el sistema mal condicionado del
ejemplo anterior, y vimos que la solución exacta era

(x, y) = (1,−1). (1.7.1)

Sin embargo, debido a la incertidumbre de la lectura, tenemos que

,167≤ b1 ≤ ,169 y ,066≤ b2 ≤ ,068. (1.7.2)

Por ejemplo, esto significa que la solución asociada con la lectura (b1,b2) =
(,168, ,067) es tan válida como la solución asociada con la lectura (b1,b2) =
(,167, ,068), o la lectura (b1,b2) = (,169, ,066), o cualquier otra lectura que cai-
ga en el rango dado por (1.7.2). Para la lectura (b1,b2) = (,167, ,068), la solución
exacta es

(x, y) = (934,−1169), (1.7.3)

mientras que para (b1,b2) = (,169, ,066), la solución exacta es

(x, y) = (−932,1167). (1.7.4)

Álgebra Lineal 53



Depto. de Álgebra

¿Se atrevería a ser el primero en volar en un avión o atravesar un puente cuyo
diseño incorporara una solución a este problema?

Figura 1.4: Puente de Tacoma

Como ninguna de las soluciones 1.7.1, 1.7.3 o 1.7.4 puede considerarse me-
jor que las otras, es imaginable que diseños totalmente diferentes se realicen
dependiendo de cómo el técnico lea el último dígito significativo de la pan-
talla. Debido a la naturaleza mal condicionada de un sistema lineal, el buen
diseño de un avión o un puente puede depender de la suerte ciega más que de
principios científicos.

Antes que extraer información de soluciones con mucha precisión de sis-
temas mal condicionados, es mejor invertir tiempo y recursos en diseñar de
otra forma los experimentos asociados o los métodos de captura de datos para
evitar sistemas mal condicionados.

Hay otro aspecto desconcertante en los sistemas mal condicionados. Se re-
fiere a lo que los estudiantes llaman “verificación de la respuesta" mediante la
sustitución de una solución calculada en el lado izquierdo de la ecuación y ver
cuán próxima es al lado derecho. Más formalmente, si

xc =
(
ξ1 ξ2 . . . ξn

)

es una solución calculada del sistema

a11x1 + a12x2 + . . . + a1n xn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2n xn = b2
...

an1x1 + an2x2 + . . . + abm xn = bn ,
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entonces los números

ri = ai 1ξ1 +ai 2ξ2 +·· ·+ai nξn −bi para i = 1,2, . . . ,n

se denominan residuos. Supongamos que calculamos una solución xc , y que
los residuos son relativamente pequeños. ¿Nos garantiza esto que xc es cercana
a la solución exacta? Sorprendentemente, la respuesta es un sonoro NO cuando
el sistema está mal condicionado.

Ejemplo 1.7.3. Para el sistema mal condicionado del ejemplo 1.7.1, suponga-
mos que de alguna forma hemos calculado que la solución es

ξ1 =−666,ξ2 = 834.

Si intentamos “verificar" el error de esta solución mediante la sustitución en el
sistema, encontramos, con aritmética exacta, que los residuos son

r1 = ,835ξ1 + ,667ξ2 − ,168= 0,

r2 = ,333ξ1 + ,266ξ2 − ,067=−,001.

Así, la solución calculada (−666,834) satisface exactamente la primera ecua-
ción y está muy cerca de verificar la segunda. En principio, esto parece sugerir
que la solución calculada debería ser muy próxima a la solución exacta. Una
persona ingenua podría ser inducida a creer que la solución calculada está en
un rango de ±,001 de la solución exacta. Evidentemente, no está cerca de la
solución exacta, que es

x = 1, y =−1.

Siempre es un choque mental ver esto por primera vez porque va en contra de
la intuición del aprendiz. Por desgracia, muchos estudiantes salen de los cursos
creyendo que siempre se puede verificar la exactitud de sus cálculos mediante
la simple sustitución en las ecuaciones originales; es bueno saber que tú, que-
rido lector, no estás entre ellos.

Lo anterior nos lleva a la pregunta de cómo podemos comprobar si una so-
lución calculada es más o menos correcta. Afortunadamente, si el sistema está
bien condicionado, los residuos proporcionan un buen método para medir la
precisión. Una mirada con mayor detalle la veremos más adelante. Pero esto
significa que debemos ser capaces de responder a más preguntas. Por ejemplo,
¿cómo podemos decir a priori si un sistema está mal condicionado? ¿Cómo po-
demos medir el grado de mal condicionamiento de un sistema?

Es posible realizar experimentos con los coeficientes, y estudiar cómo afec-
tan a la solución, pero esto es caro y nada satisfactorio. Pero antes de que po-
damos decir algo, necesitamos herramientas más sofisticadas.
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Capítulo 2

Sistemas rectangulares y formas
escalonadas

2.1. Forma escalonada por filas y rango

Ya estamos preparados para analizar sistemas rectangulares con m ecua-
ciones y n incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1n xn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2n xn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amn xn = bm ,

donde m puede ser diferente de n; decimos que el sistema es rectangular. El
caso m = n también queda comprendido en lo que digamos.

La primera tarea es extender la eliminación gaussiana de sistemas cuadra-
dos a sistemas rectangulares. Recordemos que para un sistema cuadrado con
solución única, las posiciones pivote siempre se localizan a lo largo de la diago-

nal principal de la matriz de coeficientes A, por lo que la eliminación gaussia-
na resulta en una reducción de A a una matriz triangular, similar, para n = 4,
a

T =








∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗








.

Recordemos que un pivote debe ser siempre un valor no nulo. Para sistemas
cuadrados con una única solución, probaremos que siempre podremos obte-
ner un valor no nulo en cada posición pivotal a lo largo de la diagonal principal
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(hablamos para aritmética exacta). Sin embargo, en el caso de un sistema rec-
tangular general, no siempre es posible tener las posiciones pivote en la diago-
nal principal de la matriz de coeficientes. Esto significa que el resultado final de
la eliminación gaussiana no será una forma triangular. Por ejemplo, considere-
mos el siguiente sistema:

x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 3x5 = 5,
2x1 + 4x2 + 4x4 + 4x5 = 6,

x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 + 5x5 = 9,
2x1 + 4x2 + 4x4 + 7x5 = 9.

Consideremos la matriz ampliada
(

A b
)

, donde

A =








1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7








,b=








5
6
9
9








. (2.1.1)

Aplicamos eliminación gaussiana a
(

A b
)

y obtenemos el siguiente resulta-
do:








1 2 1 3 3 5
2 4 0 4 4 6
1 2 3 5 5 9
2 4 0 4 7 9







→








1 2 1 3 3 5
0 0 −2 −2 −2 −4
0 0 2 2 2 4
0 0 −2 −2 1 −1








.

En el proceso de eliminación básico, nos movemos abajo y a la derecha, a la
siguiente posición pivotal. Si encontramos un cero en esta posición, se efectúa
un intercambio con una fila inferior para llevar un número no nulo a la posi-
ción pivotal. Sin embargo, en este ejemplo, es imposible llevar un elemento no
nulo a la posición (2,2) mediante el intercambio de la segunda fila con una fila
inferior.

Para manejar esta situación, debemos modificar el procedimiento.
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Eliminación gaussiana modificada

Supongamos que U es la matriz ampliada asociada a un sistema tras
haber completado i −1 pasos de eliminación. Para ejecutar el i-ésimo
paso, procedemos como sigue:

De izquierda a derecha en U , localizamos la primera columna
que contiene un valor no nulo en o por debajo de la i-ésima po-
sición. Digamos que es U∗ j .

La posición pivotal para el i-ésimo paso es la posición (i , j ).

Si es necesario, intercambia la i-ésima fila con una fila inferior
para llevar un número no nulo a la posición (i , j ), y entonces anu-
la todas las entradas por debajo de este pivote.

Si la fila Ui∗ así como todas las filas de U por debajo de Ui∗
consisten en filas nulas, entonces el proceso de eliminación es-
tá completo.

Ilustremos lo anterior aplicando la versión modificada de la eliminación
gaussiana a la matriz dada en 2.1.1

Ejemplo 2.1.1. Aplicamos la eliminación gaussiana modificada a la matriz

(
A b

)

=








1 2 1 3 3 5
2 4 0 4 4 6
1 2 3 5 5 9
2 4 0 4 7 9








,

y marcamos las posiciones pivote.








1 2 1 3 3 5
2 4 0 4 4 6
1 2 3 5 5 9
2 4 0 4 7 9







→








1 2 1 3 3 5
0 0 -2 −2 −2 −4
0 0 2 2 2 4
0 0 −2 −2 1 −1








→








1 2 1 3 3 5
0 0 -2 −2 −2 4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 3







→








1 2 1 3 3 5
0 0 -2 −2 −2 −4
0 0 0 0 3 3
0 0 0 0 0 0








.
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Observemos que el resultado final de aplicar la eliminación gaussiana en el
ejemplo anterior no es una forma triangular, sino un tipo escalonado de for-
ma triangular. De aquí en adelante, una matriz que muestre esta estructura la
llamaremos forma escalonada por filas.

Forma escalonada por filas

Una matriz E de orden m ×n con filas Ei∗ y columnas E∗ j se dice que
está en forma escalonada por filas si se verifica lo siguiente.

Si Ei∗ es una fila de ceros, entonces todas las filas por debajo de
Ei∗ son también nulas.

Si la primera entrada no nula de Ei∗ está en la j -ésima posición,
entonces todas las entradas por debajo de la i-ésima posición en
las columnas E∗1,E∗2, . . . ,E∗ j son nulas.

Una estructura típica de una forma escalonada por filas, con los pivotes
marcados, es 











* ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 * ∗
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0













Los pivotes son las primeras entradas no nulas en cada fila. Podemos tener tam-
bién columnas de ceros a la izquierda de la matriz.

Como hay flexibilidad para elegir las operaciones por filas que reducen una
matriz A a una forma escalonada E , las entradas de E no están unívocamente
determinadas por A. No obstante, se puede probar que la forma de E es única
en el sentido de que las posiciones de los pivotes en E están completamente
determinadas por las entradas de A. Esto lo veremos tras la siguiente sección,
donde damos un paso más.

2.2. Forma escalonada reducida por filas

En cada paso del método de Gauss-Jordan, forzábamos a que el pivote fuera
1, y entonces todas las entradas por encima y por debajo del pivot se anulaban.
Si A es la matriz de coeficientes de un sistema cuadrado con solución única,
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entonces el resultado final de aplicar el método de Gauss-Jordan a A es una
matriz con 1 en la diagonal y 0 en el resto. Esto es,

A
Gauss-Jordan−−−−−−−−−−−→








1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1








.

Pero si la técnica de Gauss-Jordan se aplica a matrices rectangulares m×n, en-
tonces el resultado final no es necesariamente como el descrito antes. El si-
guiente ejemplo ilustra qué ocurre en el caso rectangular.

Ejemplo 2.2.1. Aplicamos la eliminación de Gauss-Jordan a la matriz







1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7








y marcamos las posiciones pivote.







1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7








→








1 2 1 3 3
0 0 -2 −2 −2
0 0 2 2 2
0 0 −2 −2 1








→








1 2 1 3 3
0 0 1 1 1
0 0 2 2 2
0 0 −2 −2 1








→








1 2 0 2 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 3








→








1 2 0 2 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0








→








1 2 0 2 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0








→








1 2 0 2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0








Si obtenemos una forma escalonada de la matriz A, llegamos a una expre-
sión








1 2 1 3 3 5
0 0 -2 −2 −2 4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 3







→








1 2 1 3 3 5
0 0 -2 −2 −2 −4
0 0 0 0 3 3
0 0 0 0 0 0








.
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Vemos que la forma de la matriz final es la misma en ambos casos, que tiene
que ver con la unicidad que hemos comentado anteriormente. La única dife-
rencia es el valor numérico de algunas entradas. Por la naturaleza de la elimi-
nación de Gauss-Jordan, cada pivote es 1 y todas las entradas por encima y por
debajo son nulas. Por tanto, la forma escalonada por filas que produce el mé-
todo de Gauss-Jordan contiene un número reducido de entradas no nulas, por
lo que parece natural llamarla forma escalonada reducida por filas.

Forma escalonada reducida por filas

Una matriz Em×n está en forma escalonada reducida por filas si se ve-
rifican las siguientes condiciones:

E está en forma escalonada por filas.

La primera entrada no nula de cada fila (el pivote) es 1.

Todas las entradas por encima del pivote son cero.

Una estructura típica de una matriz en forma escalonada reducida por filas
es












1 ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 1 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 1 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0












Como comentamos antes, si una matriz A se transforma en una forma es-
calonada por filas mediante operaciones por fila, entonces la forma está uní-
vocamente determinada por A, pero las entradas individuales de la forma no
son únicas. Sin embargo, si A se transforma mediante operaciones por fila a
una forma reducida por filas E A, se puede probar que tanto la forma como las
entradas individuales en E A están unívocamente determinadas por A. En otras
palabras, la forma escalonada reducida por filas E A generada por A es indepen-
diente del camino de eliminación que usemos. Es claro que producir una forma
escalonada no reducida es más eficiente desde el punto de vista de compu-
tación, pero la unicidad de E A la hace útil para ciertas cuestiones teóricas.
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Unicidad de E A

La forma escalonada reducida por filas de una matriz Am×n es única.

PRUEBA: Comenzaremos probando un resultado que luego generalizaremos. Si
la matriz B se obtiene de A a partir de una operación elemental, y una columna
de A satisface una relación del tipo

A∗k =
n∑

j=1
α j A∗ j ,

entonces la columna correspondiente de B satisface una relación análoga, esto
es,

B∗k =
n∑

j=1
α j B∗ j . (2.2.1)

Es una comprobación inmediata para cada una de las tres operaciones elemen-
tales. Supongamos entonces que hemos llegado, mediante las operaciones por
filas, a dos matrices U y V en forma escalonada reducida por filas. La entrada
no nula situada más a la izquierda en una fila de U es un 1, que ocupa una posi-
ción pivote, y su columna la llamamos columna pivote. Las columnas pivote de
las matrices U y V son precisamente las columnas no nulas que no dependen
linealmente de las columnas a su izquierda. Como U y V se pueden transfor-
mar una en otra mediante transformaciones elementales, sus columnas tiene
las mismas relaciones de dependencia lineal. Por tanto, las columnas pivote de
U y V aparecen en la misma posición. Si hay r de tales columnas, como U y V

están en forma escalonada reducida por filas, sus columnas pivote son las r pri-
meras columnas de la matriz identidad de orden m×m. Por tanto, las columnas
pivote correspondientes de U y V son iguales.

Consideremos ahora cualquier columna no pivote de U , por ejemplo, la j -
ésima. Esta columna es cero o es una combinación lineal de las columnas pivo-
te de su izquierda. En cualquier caso, la correspondiente columna j -ésima de
V verifica la misma relación, por lo que es igual a la de U . En definitiva, U y V

son iguales. �

Como las posiciones pivote son únicas, se sigue que el número de pivotes,
que es el mismo que el número de filas no nulas de E , también está unívoca-
mente determinado por A. Este número se denomina rango de A, y es uno de
los conceptos fundamentales del curso.
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Rango de una matriz

Supongamos que una matriz Am×n se reduce mediante operaciones
por filas a una forma escalonada E . El rango de A es el número

rango(A) = número de pivotes
= número de filas no nulas de E

= número de columnas básicas de A,

donde las columnas básicas de A son aquellas columnas de A que con-
tienen las posiciones pivote.

Ejemplo 2.2.2. Determinemos el rango y columnas básicas de la matriz

A =





1 2 1 1
2 4 2 2
3 6 3 4



 .

Reducimos A a forma escalonada por filas.





1 2 1 1
2 4 2 2
3 6 3 4



→






1 2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 1




→






1 2 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0




= E

Por tanto, rango(A) = 2. Las posiciones pivote están en la primera y cuarta co-
lumna, por lo que las columnas básicas de A son A∗1 y A∗4. Esto es,

Columnas básicas =











1
2
3



 ,





1
2
4










.

Es importante resaltar que las columnas básicas se extraen de A y no de la for-
ma escalonada E .

Notación

Para una matriz A, el símbolo E A denotará la única forma escalonada
reducida por filas derivada de A mediante operaciones por fila. Tam-
bién escribiremos

A
rref−→E A.
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Ejemplo 2.2.3. Determinemos E A, calculemos rango(A) e identifiquemos las
columnas básicas de

A =








1 2 2 3 1
2 4 4 6 2
3 6 6 9 6
1 2 4 5 3








.








1 2 2 3 1
2 4 4 6 2
3 6 6 9 6
1 2 4 5 3







→








1 2 2 3 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 2 2 2







→








1 2 2 3 1
0 0 2 2 2
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0








→








1 2 2 3 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0







→








1 2 0 1 −1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0








→








1 2 0 1 −1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0







→








1 2 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0








Por tanto, rango(A) = 3, y {A∗1, A∗3, A∗5} son las tres columnas básicas.

El ejemplo anterior ilustra otra importante característica de E A, y explica
por qué las columnas básicas reciben ese nombre. Cada columna no básica es
expresable como combinación lineal de las columnas básicas. En el ejemplo,

A∗2 = 2A∗1, A∗4 = A∗1 + A∗3. (2.2.2)

Observemos que las mismas relaciones se tienen en E A, esto es,

E∗2 = 2E∗1,E∗4 = E∗1 +E∗3. (2.2.3)

La razón la encontramos en la prueba de 2.2.1. La matriz E A se obtiene me-
diante transformaciones elementales de A, por lo que las relaciones entre las
columnas de A son las mismas que las de E A (y al revés). Las relaciones entre
las columnas básicas y no básicas en una matriz general A no se ven a simple
vista, pero las relaciones entre las columnas de E A son completamente trans-
parentes. Por ejemplo, los coeficientes usados en las relaciones (2.2.2) y (2.2.3)
aparecen explícitamente en las dos columnas no básicas de E A. Son precisa-
mente las entradas no nulas en estas columnas no básicas. Esto es importante,
porque usaremos E A como un mapa o clave para revelar las relaciones ocultas
entre las columnas de A.

Álgebra Lineal 65



Depto. de Álgebra

Finalmente, observemos del ejemplo que únicamente las columnas básicas
a la izquierda de una columna no básica dada se necesitan para expresar la
columna no básica como combinación lineal de las columnas básicas. Así, la
expresión de A∗2 requiere únicamente de A∗1, y no de A∗3 o A∗5, mientras que
la expresión de A∗4 precisa únicamente de A∗1 y A∗3. Esto es lo que hemos
probado en el teorema de unicidad de la forma escalonada reducida por filas.

Relaciones de las columnas en A y E A

Cada columna no básica E∗k de E A es una combinación lineal de
las columnas básicas de E A a la izquierda de E∗k . Esto es,

E∗k =µ1E∗b1 +µ2E∗b2 +·· ·+µ j E∗b j
,

donde las E∗bi
son las columnas básicas a la izquierda de E∗k , y

los coeficientes µ j son las primeras j entradas de E∗k .

Las relaciones que existen entre las columnas de A son exacta-
mente las mismas relaciones que existen entre las columnas de
E A. En particular, si A∗k es una columna no básica de A, enton-
ces

A∗k =µ1 A∗b1 +µ2 A∗b2 +·· ·+µ j A∗b j
,

donde las A∗bi
son las columnas básicas de A situadas a la iz-

quierda de A∗k y los coeficientes µ j son los descritos antes.

Lo que tenemos es una expresión de la forma

E∗k =µ1E∗b1 +µ2E∗b2 +·· ·+µ j E∗b j

=µ1













1
0
...

0
...

0













+µ2













0
1
...

0
...

0













+·· ·+µ j













0
0
...

1
...

0













=













µ1

µ2
...

µ j
...

0













.

Ejemplo 2.2.4. Escribamos las columnas no básicas de la matriz

A =





2 −4 −8 6 3
0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8
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como combinación lineal de las básicas. Para ello, calculamos la forma escalo-
nada reducida por filas E A.





2 −4 −8 6 3
0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8



→





1 −2 −4 3 3
2

0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8



→






1 −2 −4 3 3
2

0 1 3 2 3
0 4 12 −9 7

2




→






1 0 2 7 15
2

0 1 3 2 3
0 0 0 −17 −17

2




→






1 0 2 7 15
2

0 1 3 2 3
0 0 0 1 1

2




→






1 0 2 0 4
0 1 3 0 2
0 0 0 1 1

2




 .

Las columnas tercera y quinta son no básicas. Revisando las columnas de E A,
tenemos que

E∗3 = 2E∗1 +3E∗2 y E∗5 = 4E∗1 +2E∗2 +
1

2
E∗4.

Las relaciones que existen entre las columnas de A son exactamente las mismas
que las de E A, esto es,

A∗3 = 2A∗1 +3A∗2 y A∗5 = 4A∗1 +2A∗2 +
1

2
A∗4.

En resumen, la utilidad de E A reside en su habilidad para revelar las depen-
dencias entre los datos almacenados en la matriz A. Las columnas no básicas
de A representan información redundante en el sentido de que esta informa-
ción se puede expresar en términos de los datos contenidos en las columnas
básicas.

Aunque la compresión de datos no es la razón primaria para introducir a
E A, la aplicación a estos problemas es clara. Para una gran matriz de datos, es
más eficiente almacenar únicamente las columnas básicas de A con los coe-
ficientes µ j obtenidos de las columnas no básicas de E A. Entonces los datos
redundantes contenidos en las columnas no básicas de A siempre se pueden
reconstruir cuando los necesitemos. Algo parecido ocurrirá cuando tratemos
el problema de la colinealidad de datos.

2.3. Compatibilidad de los sistemas lineales

Un sistema de m ecuaciones y n incógnitas se dice compatible si posee el
menos una solución. Si no tiene soluciones, decimos que el sistema es incom-

patible. El propósito de esta sección es determinar las condiciones bajo las que
un sistema es compatible.

Establecer dichas condiciones para un sistema de dos o tres incógnitas es
fácil. Una ecuación lineal con dos incógnitas representa una recta en el plano,
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y una ecuación lineal con tres incógnitas es un plano en el espacio de tres di-
mensiones. Por tanto, un sistema lineal de m ecuaciones con dos incógnitas es
compatible si y solamente si las m rectas definidas por las m ecuaciones tienen
un punto común de intersección. Lo mismo ocurre para m planos en el espacio.
Sin embargo, para m grande, estas condiciones geométricas pueden ser difíci-
les de verificar visualmente, y cuando n > 3 no es posible esta representación
con los ojos.

Mejor que depender de la geometría para establecer la compatibilidad, usa-
remos la eliminación gaussiana. Si la matriz ampliada asociada [A|b] se reduce
mediante operaciones por filas a una forma escalonada por filas [E |c], enton-
ces la compatibilidad o no del sistema es evidente. Supongamos que en un mo-
mento del proceso de reducción de [A|b] a [E |c] llegamos a una situación en la
que la única entrada no nula de una fila aparece en el lado derecho, como mos-
tramos a continuación:

Fila i →










∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 α

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .








 ←α 6= 0.

Si esto ocurre en la i-ésima fila, entonces la i-ésima ecuación del sistema aso-
ciado es

0 ·x1 +0 ·x2 +·· ·+0 ·xn =α.

Para α 6= 0, esta ecuación no tiene solución, y el sistema original es incompa-
tible (recordemos que las operaciones por filas no alteran el conjunto de solu-
ciones). El recíproco también se verifica. Esto es, si el sistema es incompatible,
entonces en algún momento del proceso de eliminación llegamos a una fila de
la forma

(
0 0 . . . 0 | α

)

,α 6= 0. (2.3.1)

En otro caso, la sustitución hacia atrás se podría realizar y obtener una solu-
ción. No hay incompatibilidad si se llega a una fila de la forma

(
0 0 . . . 0 | 0

)

.

Esta ecuación dice simplemente 0= 0, y aunque no ayuda a determinar el valor
de ninguna incógnita, es verdadera.

Existen otras formas de caracterizar la compatibilidad (o incompatibilidad)
de un sistema. Una es observando que si la última columna b de la matriz am-
pliada [A|b] es una columna no básica, entonces no puede haber un pivote en
la última columna y, por tanto, el sistema es compatible, porque la situación
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2.3.1 no puede ocurrir. Recíprocamente, si el sistema es compatible, entonces
la situación 2.3.1 no puede ocurrir, y en consecuencia la última columna no
puede ser básica. En otras palabras, [A|b] es compatible si y solamente si b no
es columna básica.

Decir que b no es columna básica en [A|b] es equivalente a decir que todas
las columnas básicas de [A|b] están en la matriz de coeficientes A. Como el nú-
mero de columnas básicas es el rango, la compatibilidad puede ser caracteriza-
da diciendo que un sistema es compatible si y sólo si rango([A|b]) = rango(A).

Recordemos que una columna no básica se puede expresar como combina-
ción lineal de las columnas básicas. Como un sistema compatible se caracteriza
porque el lado derecho b es una columna no básica, se sigue que un sistema es
compatible si b es una combinación lineal de las columnas de la matriz de coe-
ficientes A. Resumimos todas estas condiciones.

Compatibilidad

Cada uno de las siguientes enunciados es equivalente a que el sistema
con matriz ampliada [A|b] es compatible.

En la reducción por filas de [A|b], nunca aparece una fila de la
forma

(
0 0 . . . 0 | α

)

,α 6= 0.

b es una columna no básica de [A|b].

rango([A|b]) = rango(A).

b es combinación lineal de las columnas de A.

Ejemplo 2.3.1. Determinemos si el sistema







x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 3x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 2x5 = 2,
3x1 + 5x2 + 8x3 + 6x4 + 5x5 = 3,
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es compatible. Aplicamos eliminación gaussiana a la matriz ampliada [A|b].








1 1 2 2 1 1
2 2 4 4 3 1
2 2 4 4 2 2
3 5 8 6 5 3







→








1 1 2 2 1 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0
0 2 2 0 2 0








→








1 1 2 2 1 1
0 2 0 0 2 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0








.

Como no hay ninguna fila de la forma
(

0 0 . . . 0 | α
)

, con α 6= 0, el sis-
tema es compatible. También observamos que b no es una columna básica en
[A|b], por lo que rango([A|b]) = rango(A). Los pivotes nos indican también que
b es combinación lineal de A∗1, A∗2 y A∗5. En concreto, como la forma escalo-
nada reducida por filas es








1 0 1 2 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0








,

vemos que b= A∗1 + A∗2 − A∗5.

Ejemplo 2.3.2. Estudiemos ahora si el sistema







6x1 + 4x2 + 7x3 = −1,
3x1 + 2x2 − 5x3 = 4,
3x1 + 2x2 − 2x3 = 5

es compatible. Aplicamos la eliminación gaussiana a la matriz ampliada:





6 4 7 −1
3 2 −5 4
3 2 −2 5



→





6 4 7 −1
0 0 −17/2 9/2
0 0 −11/2 11/2





→





6 4 7 −1
0 0 −17/2 9/2
0 0 0 44

17



 .

Aparece un pivote en la columna correspondiente al término independiente,
que representa una ecuación de la forma 0 · x3 = 44/17. Por tanto, el sistema es
incompatible.
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2.4. Sistemas homogéneos

Un sistema de m ecuaciones y n incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1n xn = 0
a21x1 + a22x2 + . . . + a2n xn = 0

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amn xn = 0,

en el que el lado derecho contiene únicamente ceros se denomina homogéneo.
Si al menos unos de los coeficientes de la derecha es no nulo, decimos que es
no homogéneo. En esta sección vamos a examinar algunas de las propiedades
más elementales de los sistemas homogéneos.

La compatibilidad nunca es un problema con un sistema homogéneo, pues
x1 = x2 = ·· · = xn = 0 siempre es una solución del sistema, independientemente
de los coeficientes. Esta solución se denomina solución trivial. La pregunta
es si hay otras soluciones además de la trivial, y cómo podemos describirlas.
Como antes, la eliminación gaussiana nos dará la respuesta.

Mientras reducimos la matriz ampliada [A|0] de un sistema homogéneo a
una forma escalonada mediante la reducción gaussiana, la columna de ceros
de la derecha no se ve alterada por ninguna de las operaciones elementales.
Así, cualquier forma escalonada derivada de [A|0] tendrá la forma [E |0]. Esto
significa que la columna de ceros puede ser eliminada a la hora de efectuar
los cálculos. Simplemente reducimos la matriz A a una forma escalonada E , y
recordamos que el lado derecho es cero cuando procedamos a la sustitución
hacia atrás. El proceso se comprende mejor con un ejemplo.

Ejemplo 2.4.1. Vamos a examinar las soluciones del sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 0.

(2.4.1)

Reducimos la matriz de coeficientes a una forma escalonada por filas:

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4



→





1 2 2 3
0 0 −3 −3
0 0 −5 −5



→





1 2 2 3
0 0 −3 −3
0 0 0 0



= E . (2.4.2)

Entonces, el sistema homogéneo inicial es equivalente al sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
−3x3 − 3x4 = 0.
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Como hay cuatro incógnitas y solamente dos ecuaciones, es imposible extraer
una solución única para cada incógnita. Lo mejor que podemos hacer es elegir
dos incógnitas básicas, que llamaremos variables básicas, y resolver el sistema
en función de las otras dos, que llamaremos variables libres. Aunque hay dis-
tintas posibilidades para escoger las variables básicas, el convenio es siempre
resolver las incógnitas que se encuentran en las posiciones pivote.

En este ejemplo, los pivotes, así como las columnas básicas, están en la pri-
mera y tercera posición, por lo que la estrategia es aplicar sustitución hacia
atrás en la resolución del sistema, y expresar las variables básicas x1 y x3 en
función de las variables libres x2 y x4.

La segunda ecuación nos da

x3 =−x4

y la sustitución hacia atrás produce

x1 =−2x2 −2x3 −3x4

=−2x2 −2(−x4)−3x4

= −2x2 −x4.

Las soluciones del sistema homogéneo original pueden ser descritas como

x1 =−2x2 −x4,

x2 = libre ,

x3 =−x4,

x4 = libre.

Las expresiones anteriores describen todas las soluciones.
Mejor que describir las soluciones de esta forma, es más conveniente ex-

presarlas como







x1

x2

x3

x4







=








−2x2 −x4

x2

−x4

x4







= x2








−2
1
0
0







+x4








−1
0

−1
1








,

entendiendo que x2 y x4 son variables libres que pueden tomar cualquier valor.
Esta representación se denominará solución general del sistema homogéneo.
Esta expresión de la solución general enfatiza que cada solución es combina-
ción lineal de las dos soluciones

h1 =








−2
1
0
0








,h2 =








−1
0

−1
1








.
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Consideremos ahora un sistema homogéneo general [A|0] de m ecuaciones
y n incógnitas. Si la matriz de coeficientes A es de rango r , entonces, por lo que
hemos visto antes, habrá r variables básicas, correspondientes a las posiciones
de las columnas básicas de A, y n − r variables libres, que se corresponden con
las columnas no básicas de A. Mediante la reducción de A a una forma escalo-
nada por filas por eliminación gaussiana y sustitución hacia atrás, expresamos
las variables básicas en función de las variables libres y obtenemos la solución

general, de la forma

x= x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r ,

donde x f1 , x f2 , . . . , x fn−r
son las variables libres, y h1,h2, . . . ,hn−r son vectores

columna que representan soluciones particulares.
Observemos que el vector h1 tiene un 1 en la posición f1, y los restantes

vectores h j tienen un cero en esa posición. Lo mismo se aplica a todos los vec-
tores hi : tienen un valor 1 en la posición fi , y los restantes vectores h j tienen
un cero en esa posición.

Si calculamos la forma escalonada reducida por filas del ejemplo, nos queda

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4



→





1 2 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0



= E A,

y el sistema a resolver es

x2 + 2x2 + x4 = 0,
x3 + x4 = 0.

Si resolvemos x1 y x3 en función de x2 y x4 obtenemos el mismo resultado que
antes. Por ello, y para evitar la sustitución hacia atrás, puede resultar más con-
veniente usar Gauss-Jordan para calcular la forma escalonada reducida por fi-
las E A y construir directamente la solución general a partir de las entradas de
E A.

Una última pregunta que nos planteamos es cuándo la solución trivial de
un sistema homogéneo es la única solución. Lo anterior nos muestra la res-
puesta. Si hay al menos una variable libre, entonces el sistema tendrá infinitas
soluciones. Por tanto, la solución trivial será la única solución si y solamente
si no hay variables libres, esto es, n − r = 0. Podemos reformular esto diciendo
que un sistema homogéneo tiene únicamente la solución trivial si y solamente
si rango(A) = n.

Ejemplo 2.4.2. El sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 = 0,
2x1 + 5x2 + 7x3 = 0,
3x1 + 6x2 + 8x3 = 0,
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tiene solamente la solución trivial porque

A =





1 2 2
2 5 7
3 6 8



→





1 2 2
0 1 3
0 0 2



= E

prueba que rango(A) = 3 = n. Se ve fácilmente que la aplicación de la sustitu-
ción hacia atrás desde [E |0] únicamente devuelve la solución trivial.

Ejemplo 2.4.3. Calculemos la solución general del sistema

x1 + 2x2 + 2x3 = 0,
2x1 + 5x2 + 7x3 = 0,
3x1 + 6x2 + 6x3 = 0.

Se tiene que

A =





1 2 2
2 5 7
3 6 6



→





1 2 2
0 1 3
0 0 0



= E ,

de donde rango(A) = 2 < n = 3. Como las columnas básicas están en las posi-
ciones uno y dos, x1 y x2 son las variables básicas, y x3 es libre. Mediante sus-
titución hacia atrás en [E |0], nos queda x2 = −3x3 y x1 = −2x2 −2x3 = 4x3, y la
solución general es





x1

x2

x3



= x3





4
−3

1



 , donde x3 es libre.

2.5. Sistemas no homogéneos

Recordemos que un sistema de m ecuaciones y n incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1n xn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2n xn = b2,

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amn xn = bm ,

es no homogéneo cuando bi 6= 0 para algún i . A diferencia de los sistemas ho-
mogéneos, los no homogéneos pueden ser incompatibles y las técnicas que
conocemos las aplicaremos para saber si una solución existe. A menos que se
diga lo contrario, suponemos que los sistemas de esta sección son compatibles.

Para describir el conjunto de todas las posibles soluciones de un sistema no
homogéneo compatible, vamos a construir una solución general de la misma
forma que hicimos para los homogéneos.
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Usamos eliminación gaussiana para reducir la matriz ampliada [A|b] a
una forma escalonada por filas [E |c].

Identificamos las variables básicas y las libres.

Aplicamos sustitución hacia atrás a [E |c] y resolvemos las variables bási-
cas en función de las libres.

Escribimos el resultado en la forma

x=p+x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r ,

donde x f1 , x f2 , . . . , x fn−r
son las variables libres, y p,h1,h2, . . . ,hn−r son

vectores columna de orden n. Esta es la solución general del sistema no
homogéneo.

Como las variables libres x fi
recorren todos los posibles valores, la solu-

ción general contiene todas las posibles soluciones del sistema [A|b]. Como en
el caso homogéneo, podemos reducir completamente [A|b] a E[A|b] mediante
Gauss-Jordan y evitamos la sustitución hacia atrás.

La diferencia entre la solución general de un sistema no homogéneo y la de
uno homogéneo es la columna p que aparece. Para entender de dónde viene,
consideremos el sistema no homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 4,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 5,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 7,

en el que la matriz de coeficientes es la misma que la matriz de coeficientes de
2.4.1. Si [A|b] se reduce por Gauss-Jordan a E[A|b], tenemos

[A|b] →





1 2 2 3 4
2 4 1 3 5
3 6 1 4 7



→





1 2 0 1 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0



= E[A|b].

Nos queda el sistema equivalente

x1 + 2x2 + x4 = 2,
x3 + x4 = 1.

Resolvemos las variables básicas x1 y x3 en función de las libres x2 y x4, y obte-
nemos

x1 = 2−2x2 −x4,
x2 es libre,
x3 = 1−x4,
x4 es libre.
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La solución general se sigue escribiendo estas ecuaciones en la forma








x1

x2

x3

x4







=








2−x2 −x4

x2

1−x4

x4







=








2
0
1
0







+x2








−2
1
0
0







+x4








−1
0

−1
1








. (2.5.1)

La columna







2
0
1
0








que aparece en la expresión (2.5.1) es una solución particular del sistema no
homogéneo; se tiene cuando x2 = 0, x4 = 0.

Además, la solución general del sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 0,

(2.5.2)

es







x1

x2

x3

x4







= x2








−2
1
0
0







+x4








−1
0

−1
1








.

Así, la solución general del sistema homogéneo (2.5.2) es una parte de la solu-
ción general del sistema no homogéneo original (2.5.1).

Estas dos observaciones se pueden combinar diciendo que la solución ge-

neral del sistema no homogéneo viene dado por una solución particular más la

solución general del sistema homogéneo asociado.
Veamos que esta observación es siempre cierta. Supongamos que [A|b] re-

presenta un sistema m ×n compatible, donde rango(A) = r . La compatibilidad
garantiza que b no es una columna básica de [A|b], por lo que las columnas
básicas de [A|b] están en la misma posición que las columnas básicas de [A|0].
Esto significa que el sistema no homogéneo y el sistema homogéneo asociado
tienen exactamente el mismo conjunto de variables básicas así como de libres.
Además, no es difícil ver que

E[A|0] = [E A|0] y E[A|b] = [E A|c],
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donde c es una columna de la forma

c=



















ξ1

ξ2
...
ξr
...
0
...
0



















.

Si resolvemos la i-ésima ecuación en el sistema homogéneo reducido para la i-
ésima variable básica xbi

en función de las variables libres x f1 , x f2 , . . . , x fn−r
para

conseguir

xbi
=αi x fi

+αi+1x fi+1 +·· ·+αn−r x fn−r
,

entonces la solución de la i-ésima variable básica en el sistema no homogéneo
reducido debe tener la forma

xbi
= ξi +αi x fi

+αi+1x fi+1 +·· ·+αn−r x fn−r
.

Esto es, las dos soluciones se diferencian únicamente en la presencia de la
constante ξi en la última. Si organizamos como columnas las expresiones ante-
riores, podemos decir que si la solución general del sistema homogéneo es de
la forma

x= x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r ,

entonces la solución general del sistema no homogéneo tiene la forma similar

x=p+x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r ,

donde la columna p contiene las constantes ξi junto con ceros.

Ejemplo 2.5.1. Calculemos la solución general del sistema

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 3x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 2x5 = 2,
3x1 + 5x2 + 8x3 + 6x4 + 5x5 = 3,

y la comparamos con la solución general del sistema homogéneo asociado.
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En primer lugar, calculamos la forma escalonada reducida por filas de la
matriz ampliada [A|b].

[A|b] =








1 1 2 2 1 1
2 2 4 4 3 1
2 2 4 4 2 2
3 5 8 6 5 3








→








1 1 2 2 1 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0
0 2 2 0 2 0








→








1 1 2 2 1 1
0 2 2 0 2 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0








→








1 1 2 2 1 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0








→








1 0 1 2 0 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0








→








1 0 1 2 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0







= E[A|b].

El sistema es compatible, pues la última columna es no básica. Resolvemos el
sistema reducido para las variables básicas x1, x2, x5 en función de las variables
libres x3, x4 para obtener

x1 = 1−x3 −2x4,
x2 = 1−x3,
x3 es libre ,
x4 es libre ,
x5 = −1.

⇒

x1 = 1 −x3 −2x4,
x2 = 1 −x3,
x3 = x3,
x4 = x4,
x5 = −1.

La solución general del sistema no homogéneo es

x=










x1

x2

x3

x4

x5










=










1−x3 −2x4

1−x3

x3

x4

−1










=










1
1
0
0

−1










+x3










−1
−1

1
0
0










+x4










−2
0
0
1
0










.

La solución general del sistema homogéneo asociado es

x=










x1

x2

x3

x4

x5










=










−x3 −2x4

−x3

x3

x4

0










= x3










−1
−1

1
0
0










+x4










−2
0
0
1
0










.
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Ahora volvemos a la pregunta: ¿cuándo un sistema compatible tiene so-
lución única? Sabemos que la solución general de un sistema no homogéneo
compatible de orden m ×n, con rango r , es de la forma

x=p+x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r ,

donde

x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r

es la solución general del sistema homogéneo asociado. Por tanto, es evidente
que el sistema [A|b] tendrá una única solución si y solamente si no hay varia-
bles libres, esto es, si y solamente si r = n. Esto es lo mismo que decir que el
sistema homogéneo asociado [A|0] tiene solamente la solución trivial.

Ejemplo 2.5.2. Consideremos el siguiente sistema no homogéneo:

2x1 + 4x2 + 6x3 = 2,
x1 + 2x2 + 3x3 = 1,
x1 + x3 = −3,

2x1 + 4x2 = 8.

La forma escalonada reducida por filas de [A|b] es

[A|b] =








2 4 6 2
1 2 3 1
1 0 1 −3
2 4 0 8







→








1 0 0 −2
0 1 0 3
0 0 1 −1
0 0 0 0







= E[A|b].

El sistema es compatible porque la última columna no es básica, o bien por-
que rango(A) = 3 = número de incógnitas (no hay variables libres). El sistema
homogéneo asociado tiene únicamente la solución trivial, y la solución del sis-
tema es

p=





−2
3

−1



 .
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Resumen

Sea [A|b] la matriz ampliada de un sistema no homogéneo compatible,
de orden m ×n, con rango(A) = r .

Mediante la reducción de [A|b] a una forma escalonada usando la
eliminación gaussiana, resolvemos las variables básicas en fun-
ción de las libres y llegamos a que la solución general del sistema
es de la forma

x=p+x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r
hn−r .

La columna p es una solución particular del sistema no homogé-
neo.

La expresión
x f1h1 +x f2h2 +·· ·+x fn−r

hn−r

es la solución general del sistema homogéneo asociado.

El sistema tiene una solución única si y solamente si se verifica
alguna de las siguientes condiciones:

• rango(A) = n = número de incógnitas.

• No hay variables libres.

• El sistema homogéneo asociado solamente tiene la solución
trivial.
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Capítulo 3

Álgebra matricial

3.1. Adición y trasposición

El conjunto de los números reales se notará por R, y el de los números com-
plejos por C. Al principio, no hay mucho inconveniente en pensar únicamente
en números reales, pero después se hará inevitable el uso de números comple-
jos.

El conjunto de n-uplas de números reales se notará por Rn , y el conjunto
de n-uplas de números complejos por Cn . Análogamente, Rm×n y Cm×n deno-
tarán las matrices de orden m ×n que contienen números reales y complejos,
respectivamente.

Dos matrices A = (ai j ) y B = (bi j ) son iguales cuando A y B tienen la misma
forma y las entradas correspondientes son iguales.

Esta definición se aplica a matrices como

u=





1
2
3



 y v =
(

1 2 3
)

.

Aunque podamos pensar que u y v describen el mismo punto en R3, no pode-
mos decir que sean iguales como matrices, pues sus formas son diferentes.

Una matriz formada por una sola columna se denomina vector columna, y
si tiene una sola fila se llama vector fila.
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Suma de matrices

Si A y B son matrices de orden m ×n, la suma de A y B se define como
la matriz de orden m ×n notada por A+B , cuyas entradas verifican

[A+B]i j = [A]i j + [B]i j para cada i , j .

La matriz −A, llamada opuesta de A, se define como

[−A]i j =−[A]i j .

La diferencia de A y B es

A−B = A+ (−B).

Ejemplo 3.1.1. Sean

A =





2 −3 4 0
1 −2 1 1
0 0 0 0



 ,B =





−4 −2 0 3
−3 1 −1 −2
−1 4 2 −1



 .

Entonces

A+B =





−2 −5 4 3
−2 −1 0 −1
−1 4 2 −1



 ,−A =







−2 3 −4 0

−1 2 −1 −1

0 0 0 0







, A−B =







6 −1 4 −3

4 −3 2 3

1 −4 −2 1







.

Si

C =







−1 −3 −2 −2 1

−3 −3 0 1 −3

1 −2 3 2 1







,

no podemos calcular A+C , pues A es de orden 3×4 y C es de orden 3×5.
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Propiedades de la suma de matrices

Sean A,B y C matrices de orden m ×n. Se verifican las siguientes pro-
piedades:

A+B es una matriz de orden m ×n.

(A+B)+C = A+ (B +C ).

A+B = B + A.

La matriz 0m×n que tiene todas sus entradas nulas verifica A+0 =
A.

La matriz −A es de orden m ×n y verifica A+ (−A) = 0m×n .

Multiplicación por un escalar

El producto de un escalar α por una matriz A de orden m ×n, notada
por αA, se define como la matriz de orden m ×n que verifica

[αA]i j =α[A]i j .

Ejemplo 3.1.2. Si

A =







2 −3 4 0

1 −2 1 1

0 0 0 0







,

entonces

(−3) · A =







−6 9 −12 0

−3 6 −3 −3

0 0 0 0







,0 · A







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







.
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Propiedades de la multiplicación por un escalar

Sean A,B matrices de orden m ×n, y α,β escalares.

αA es una matriz m ×n.

(αβ)A =α(βA).

α(A+B) =αA+αB .

(α+β)A =αA+βA.

1 · A = A.

Se tienen propiedades análogas para Aα=αA.

Trasposición

La traspuesta de una matriz Am×n es la matriz notada por At de orden
n ×m definida como

[At ]i j = [A] j i .

La matriz conjugada de una matriz Am×n es la matriz de orden m ×n

notada por Ā definida como

[A]i j = [A]i j .

La matriz conjugada traspuesta de una matriz Am×n es la matriz de
orden n ×m notada por A∗ y definida como

[A∗]i j = [A] j i .

Ejemplo 3.1.3. Sea

A =







2 −3 4 0

1 −2 1 1

0 0 0 0







.
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Entonces

At =










2 1 0

−3 −2 0

4 1 0

0 1 0










, A∗ =










2 1 0

−3 −2 0

4 1 0

0 1 0










.

Para que haya alguna diferencia entre At y A∗ debemos emplear matrices con
entradas complejas. Por ejemplo, si

u=








1
1− i

i

2








, entonces u∗ =
(

1 1+ i −i 2
)

.

Es evidente que (At )t = A, (A∗)∗ = A. En el caso de matrices reales, A = A y
A∗ = At .

Propiedades de la matriz traspuesta

Sean A y B matrices de la misma forma y α un escalar. Entonces

(A+B)t = At +B t y (A+B)∗ = A∗+B∗.

(αA)t =αAt y (αA)∗ =αA∗.

Simetrías

Sea A = (ai j ) una matriz cuadrada.

Decimos que A es simétrica si A = At , esto es, ai j = a j i .

Decimos que A es anti-simétrica si A =−At , esto es, ai j =−a j i .

Decimos que A es hermitiana si A = A∗, esto es, ai j = a j i .

Decimos que A es anti-hermitiana si A =−A∗, esto es, ai j =−a j i .

Ejemplo 3.1.4. Sean

A =







1 0 5

0 −3 2

5 2 −3







,B =







1 1 5

0 −3 2

5 2 −3







,C =
(

1 1+ i

1− i 3

)

.
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Entonces A es simétrica, B no es simétrica y C es hermitiana.

Un número asociado a una matriz cuadrada es la traza. Si A = (ai j ) es una
matriz cuadrada de orden n, entonces la traza de A es el número traza(A) =
a11 + a22 + ·· · + ann =

∑n
i=1 ai i , es decir, la suma de sus elementos diagonales.

Por ejemplo, si

A =







1 1 5

1 −3 2

5 2 −3







, entonces traza(A) = 1+ (−3)+ (−3) =−5.

3.2. Multiplicación matricial

Dos matrices A y B se dicen ajustadas para multiplicación en el orden
AB cuando el número de columnas de A es igual al número de filas de B ,
esto es, si A es de orden m ×p y B es de orden p ×n.

Para matrices ajustadas Am×p = (ai j ) y Bp×n = (bi j ), la matriz producto

AB se define como

[AB]i j = ai 1b1 j +ai 2b2 j +·· ·+ai p bp j =
p∑

k=1

ai k bk j

Puede ocurrir que exista AB , pero que no tenga sentido B A. Aun cuando
tengan sentido los dos productos, la multiplicación matricial no es conmutati-
va. Considere lo que ocurre al tomar

A =
(

1 2
)

,B =
(

3
4

)

,

y calcular AB y B A.
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Filas y columnas de un producto

Supongamos que Am×p = (ai j ) y Bp×n = (bi j ).

[AB]i∗ = Ai∗B ; esto es, la i-ésima fila de AB es la i-esima fila de
A multiplicada por B .

[AB]∗ j = AB∗ j ; esto es, la j -ésima columna de AB es A multipli-
cada por la j -ésima columna de B .

[AB]i∗ = ai 1B1∗+ai 2B2∗+·· ·+ai p Bp∗ =
∑p

k=1 ai k Bk∗.

[AB]∗ j = A∗1b1 j + A∗2b2 j +·· ·+ A∗p bp j =
∑p

k=1 A∗k bk j .

PRUEBA: Las dos primeras propiedades son inmediatas a partir de la defi-
nición. Para la tercera, se tiene

(AB)i∗ =
(

ci 1 ci 2 . . . ci n

)

=
( ∑p

k=1 ai k bk1
∑p

k=1 ai k bk2 . . .
∑p

k=1 ai k bkn

)

=
p∑

k=1

ai k

(
bk1 bk2 . . . bkn

)

=
p∑

k=1

ai k Bk∗.

La cuarta propiedad es análoga. �

Las dos últimas ecuaciones indican que las filas de AB son combinación
lineal de las filas de B , y que las columnas de AB son combinación lineal de las
columnas de A.
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Sistemas lineales

Todo sistema de m ecuaciones y n incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1n xn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2n xn = b2,

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amn xn = bm ,

se puede escribir en forma matricial como Ax= b, donde

A =








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn








,x=








x1

x2
...

xn








,b=








b1

b2
...

bm








.

Recíprocamente, toda ecuación matricial Am×nxn×1 = bm×1 representa
un sistema lineal de m ecuaciones y n incógnitas.

Ejemplo 3.2.1. El sistema de ecuaciones







x3 +x4 = 1,
−2x1 −4x2 +x3 = −1,

3x1 +6x2 −x3 +x4 = 2.

se escribe como Ax= b, donde

A =





0 0 1 1
−2 −4 1 0

3 6 −1 1



 ,x=








x1

x2

x3

x4








,b=





1
−1

2



 .
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3.3. Propiedades de la multiplicación matricial

Propiedades distributiva y asociativa

Para matrices ajustadas se verifica

A(B +C ) = AB + AC .

(D +E )F = DF +E F .

A(BC ) = (AB)C .

PRUEBA:

Supongamos que Am×p ,Bp×n ,Cp×n . Sea G = B +C y llamamos gi j = bi j +
ci j ; identificamos de forma análoga los elementos de las matrices H =
AM ,Y = AB , Z = AC . Entonces

hi j =
p∑

k=1
ai k gk j =

p∑

k=1
ai k (bk j +ck j )

=
p∑

k=1

ai k bk j +
p∑

k=1

ai k ck j = yi j + zi j ,

o bien que H = Y +Z .

Se prueba de manera similar a la anterior.

Supongamos que Am×p ,Bp×q ,Cq×n y llamemos D = BC ,E = AD,F = AB ,G =
FC . Entonces

ei j =
p∑

k=1

ai k dk j =
p∑

k=1

ai k

q∑

l=1

bkq cq j =
q∑

l=1

(
p∑

k=1

ai k bkq

)

cq j

=
q∑

l=1

fi q cq j = gi j ,

lo que es equivalente a decir que E =G .

�
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Matriz identidad

La matriz de orden n ×n con unos en la diagonal y ceros en el resto

In =








1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1








se denomina matriz identidad de orden n.

Para toda matriz A de orden m ×n se verifica

AIn = A y Im A = A.

El subíndice de In se elimina cuando el tamaño es obvio por el contexto. Las
columnas de In se representan por los vectores e1,e2, . . . ,en , es decir, el vector
ei es el vector de n componentes cuya componente i-ésima es igual a 1 y las
restantes iguales a cero. Observemos que la notación tiene la ambigüedad res-
pecto al tamaño del vector, y se deduce por los tamaños de las matrices que
intervengan en la expresión.

Trasposición y producto

Para matrices ajustadas A y B se verifica que

(AB)t = B t At , y (AB)∗ = B∗A∗.

Ejemplo 3.3.1. Para cada matriz Am×n

las matrices A At y At A son simétricas, y

las matrices A A∗ y A∗A son hermitianas.

Ejemplo 3.3.2. Para matrices Am×n y Bn×m se verifica

traza(AB) = traza(B A).

De lo anterior se deduce que traza(ABC ) = traza(BC A) = traza(C AB), pero,
en general, traza(ABC ) 6= traza(B AC ).
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Multiplicación por bloques

Supongamos que A y B se particionan en submatrices, también llama-
dos bloques, como sigue:

A =








A11 A12 . . . A1r

A21 A22 . . . A2r
...

...
. . .

...
As1 As2 . . . Asr








,B =








B11 B12 . . . B1t

B21 B22 . . . B2t
...

...
. . .

...
Br 1 Br 2 . . . Br t








.

Si los pares (Ai k ,Bk j ) son ajustados para el producto, entonces decimos
que A y B tienen una partición ajustada. Para tales matrices, el pro-
ducto AB se forma combinando los bloques exactamente de la misma
forma como se hace con los escalares en la multiplicación ordinaria.
Esto es, el bloque (i , j ) en AB es

Ai 1B1 j + Ai 2B2 j +·· ·+ Ai r Br j .

Ejemplo 3.3.3. Consideremos las matrices particionadas

A =








1 2 1 0
3 4 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0







=

(
C I

I 0

)

,B =








1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 2
3 4 3 4







=

(
I 0
C C

)

,

donde

I =
(

1 0
0 1

)

y C =
(

1 2
3 4

)

.

Mediante la multiplicación por bloques, el producto AB es fácil de obtener:

AB =
(

C I

I 0

)(
I 0
C C

)

=
(

2C C

I 0

)

=








2 4 1 2
6 8 3 4
1 0 0 0
0 1 0 0








Ejemplo 3.3.4. Reducibilidad. Supongamos que Tn×nx= b representa un sis-
tema de ecuaciones en el que la matriz de coeficientes es triangular por blo-

ques. Esto es, T se puede particionar como

T =
(

A B

0 C

)

, donde A es r × r y C es (n − r )× (n − r ).
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Si x y b se particionan de igual forma como

x=
(
x1

x2

)

,b=
(
b1

b2

)

,

entonces la multiplicación por bloques muestra que Tx = b se reduce a dos
sistemas más pequeños:

Ax1 +Bx2 = b1,
Cx2 = b2,

3.4. Inversa de una matriz

Inversa de una matriz

Para una matriz cuadrada An×n , la matriz Bn×n que verifica las condi-
ciones

AB = In y B A = In

se denomina inversa de A, y la notaremos por B = A−1. No todas la ma-
trices cuadradas tienen inversa. Una matriz con inversa se denomina
no singular y una matriz cuadrada sin inversa se llama singular.

Aunque no todas las matrices tienen inversa, cuando existe, es única. Su-
pongamos que X1 y X2 son inversas de una matriz no singular A. Entonces

X1 = X1I = X1(AX2) = (X1 A)X2 = I X2 = X2.

Ecuaciones matriciales

Si A es una matriz no singular, entonces existe una única solución
para X en la ecuación matricial An×n Xn×p = Bn×p , que es X =
A−1B .

Un sistema de n ecuaciones y n incógnitas se puede escribir co-
mo una ecuación matricial An×nxn×1 = bn×1. Por lo anterior, si A

es no singular, el sistema tiene solución única igual a x= A−1b.
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Sin embargo, debemos hacer hincapié en que la representación de la solu-
ción como x= A−1b es conveniente desde el punto de vista teórico o de nota-
ción. En la práctica, un sistema no singular Ax= b nunca se resuelve calculan-
do A−1 y entonces el producto A−1b. La razón aparecerá cuando estudiemos el
coste del cálculo de A−1.

Como no todas las matrices cuadradas tienen inversa, se necesitan métodos
para distinguir entre matrices singulares y no singulares. Los más importantes
son los que siguen.

Existencia de inversa

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Son equivalentes:

1. A−1 existe (A es no singular).

2. rango(A) = n.

3. A
Gauss-Jordan−−−−−−−−−−−→ In .

4. Ax= 0 implica que x= 0.

PRUEBA: El hecho de 2) ⇔ 3) es una consecuencia directa de la definición
de rango. La equivalencia 3) ⇔ 4) la hemos visto en el tema anterior. Solamente
falta por establecer 1) ⇔ 2) para completar la prueba.

1) ⇒ 2). Consideremos la matriz X =
(

X∗1 X∗2 . . . X∗n

)

. Esta matriz X

verifica la ecuación AX = I si y solamente si X∗ j es solución del sistema Ax =
I∗ j . Si A es no singular, entonces sabemos que existe una solución única de
AX = I , y por tanto cada sistema Ax= I∗ j tiene solución única. Pero sabemos
que un sistema tiene solución única si y solamente si el rango de la matriz de
coeficientes es igual al número de incógnitas, esto es, rango(A) = n.

2) ⇒ 1). Si rango(A) = n, entonces cada sistema Ax = I∗ j es compatible,
porque rango([A|I∗ j ]) = n = rango(A). Además, la solución es única, por lo que
la ecuación matricial AX = I tiene una única solución. Nos gustaría decir ya
que X = A−1, pero nos hace falta primero probar que X A = I . Supongamos que
no es cierto, esto es, X A− I 6= 0. Como

A(X A− I ) = AX A− A = I A− A = 0,

se sigue que cada columna no nula de X A − I es una solución no trivial del
sistema homogéneo Ax= 0. Pero esto es una contradicción. Por tanto, X A−I =
0, y X A = AX = I . �
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Como un subproducto de la prueba anterior, hemos probado que si An×n es
una matriz para la que existe Xn×n con AX = In , entonces X = A−1. En efecto,
en el contexto de la prueba necesitamos ver que si existe X tal que AX = In , en-
tonces rango(A) = n. Todos los sistemas Ax= ei , i = 1,2, . . . ,n tienen solución,
por lo que cada vector ei , i = 1, . . . ,n se expresa como combinación lineal de las
columnas de A. Esto implica que la matriz B =

(
A In

)

tiene rango igual al de
la matriz A, y es claro que rango(B) = n.

Aunque evitaremos el cálculo de la inversa de una matriz, hay veces que
debemos hacerlo. Para construir un algoritmo que nos devuelva A−1 cuando
An×n es no singular, recordemos que determinar A−1 es equivalente a resolver
la ecuación matricial AX = I , que es lo mismo que resolver los n sistemas de
ecuaciones definidos por

Ax= I∗ j , j = 1,2, . . . ,n.

En otras palabras, si X∗1, X∗2, . . . , X∗n son las respectivas soluciones, entonces

X =
(

X∗1 X∗2 . . . X∗n

)

resuelve la ecuación AX = I y de aquí X = A−1.
Si A es no singular, el método de Gauss-Jordan reduce la matriz ampliada

[A|I∗ j ] a [I |X∗ j ], y sabemos que X∗ j es la única solución de Ax= I∗ j . En otras
palabras,

[A|I∗ j ]
Gauss-Jordan−−−−−−−−−−−→[I |[A−1]∗ j ].

Pero mejor que resolver cada sistema Ax = I∗ j de forma independiente, po-
demos resolverlos simultáneamente aprovechando que todos tienen la misma
matriz de coeficientes. En otras palabras, si aplicamos Gauss-Jordan a la matriz
ampliada [A|I∗1|I∗2| . . . |I∗n] obtenemos

[A|I∗1|I∗2| . . . |I∗n]
Gauss-Jordan−−−−−−−−−−−→[I |[A−1]∗1|[A−1]∗2| . . . |[A−1]∗n],

o de manera más compacta

[A|I ]
Gauss-Jordan−−−−−−−−−−−→[I |A−1].

¿Qué ocurre si intentamos invertir una matriz singular con este procedimiento?
El resultado anterior nos indica que una matriz singular A no puede ser redu-
cida mediante Gauss-Jordan a la matriz I porque una fila de ceros aparecerá
en algún momento en la zona correspondiente a la matriz A. Por ello, no tene-
mos que saber a priori si la matriz que tenemos es o no singular, pues resultará
evidente en el proceso de cálculo.
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Cálculo de la inversa

La eliminación de Gauss-Jordan se puede usar para el cálculo de la in-
versa de una matriz A mediante la reducción

[A|I ]
Gauss−Jor dan−−−−−−−−−→[I |A−1].

La única posibilidad de que este método falle es porque aparezca una
fila de ceros en el lado izquierdo de la matriz ampliada, y esto ocurre si
y solamente si la matriz A es singular.

Aunque no están incluidos en los ejemplos de esta sección, recordemos que
el pivoteo y el escalado son necesarios, y que los efectos del mal condiciona-
miento se deben considerar cuando calculamos una inversa con datos en coma
flotante.

Ejemplo 3.4.1. Calculemos, si existe, la inversa de la matriz

A =





1 1 1
1 2 2
1 2 3



 .

Aplicamos el método de Gauss-Jordan para obtener

[A|I ] =





1 1 1 1 0 0
1 2 2 0 1 0
1 2 3 0 0 1



 →





1 1 1 1 0 0
0 1 1 −1 1 0
0 1 2 −1 0 1





→





1 0 0 2 −1 0
0 1 1 −1 1 0
0 0 1 0 −1 1



 →





1 0 0 2 −1 0
0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 0 −1 1



 .

Por tanto , la matriz es no singular y

A−1 =





2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1



 .

Número de operaciones para calcular la inversa

El cálculo de A−1
n×n mediante Gauss-Jordan aplicado a [A|I ] requiere

n3 multiplicaciones/divisiones,

n3 −2n2 +n sumas/restas.
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En total, del orden de 2n3 flops. Observemos que es tres veces el coste de la
eliminación gaussiana, por lo que para resolver un sistema Ax= b no es reco-
mendable usar la fórmula x= A−1b (vea también [?, p.103]).

A primera vista, podría parecer que la inversión de una matriz es mucho
más compleja que la multiplicación. Sin embargo, la multiplicación estándar
entre matrices necesita n3 multiplicaciones y n3−n2 sumas, lo que convierte a
la inversión y al producto de matrices en operaciones del mismo orden de cos-
te. Como nota final, decir que hay un algoritmo de multiplicación de matrices
que baja el coste al orden de n2,8.

Propiedades de la inversión de matrices

Para matrices no singulares A y B , se verifica que

(A−1)−1 = A.

El producto AB es no singular.

(AB)−1 = B−1 A−1.

(A−1)t = (At )−1 y (A−1)∗ = (A∗)−1.

PRUEBA: La primera es inmediata. La segunda y la tercera se prueban simul-
táneamente. Sea X = B−1 A−1. Entonces (AB)X = I , y como son matrices cua-
dradas, tenemos que X = (AB)−1. La última propiedad tiene un tratamiento
similar. Sea X = (A−1)t , que sabemos que existe (observemos que todavía no
podemos garantizar el carácter no singular de At ). Entonces

At X = At (A−1)t = (A−1 A)t = I t = I ,

de donde At es no singular y (At )−1 = (A−1)t . La prueba de la segunda parte es
similar. �

Fórmula de Sherman-Morrison

Si An×n es una matriz no singular, y c,d son vectores columna n×1 tales
que 1+dt A−1c 6= 0, entonces la suma A+cdt es no singular, y

(A+cdt )−1 = A−1 −
A−1cdt A−1

1+dt A−1c
.
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La utilidad de la fórmula de Sherman-Morrison se aprecia cuando, habien-
do calculado A−1, necesitamos obtener la inversa de la matriz resultado de
cambiar un elemento de la matriz A. No es necesario empezar desde el princi-
pio para calcular la nueva inversa. Supongamos que cambiamos ai j por ai j +α.
Sean c= ei y d=αe j , donde ei y e j son los vectores correspondientes a las co-
lumnas i-ésima y j -ésima de la matriz identidad, respectivamente. La matriz
cdt tiene α en la posición (i , j ) y cero en el resto, por lo que

B = A+cdt = A+αeie
t
j

es la matriz actualizada. Según la fórmula de Sherman-Morrison,

B−1 = (A+αeie
t
j )−1 = A−1 −α

A−1eie
t
j

A−1

1+αet
j

A−1ei

= A−1 −α
[A−1]∗i [A−1] j∗

1+α[A−1] j i
.

Esto muestra cómo cambia A−1 cuando ai j es modificado, y da un algoritmo
útil para actualizar A−1.

Matrices idempotentes

Una matriz cuadrada A es idempotente si A2 = A.

Ejemplo 3.4.2. La matriz identidad es una matriz idempotente. La matriz

A1 =
[

2/3 −1/3

−2/3 1/3

]

es idempotente. Si A es idempotente y P es una matriz no singular, entonces la
matriz B = P−1 AP es idempotente.

Existen matrices idempotentes que se utilizan con mucha frecuencia en es-
tadística para representar operaciones muy usuales. Sea 1 el vector de n com-
ponentes con todas sus entradas iguales a 1 y definimos la matriz

C = In −
1

n
11

t .
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La matriz C es idempotente:

C 2 = In −
1

n
11

t −
1

n
11

t +
1

n2
1 1

t
1

︸︷︷︸

escalar

1
t

= In −
1

n
11

t −
1

n
11

t +
n

n211
t

=C .

Se verifican las siguientes propiedades:

1. Sea a un vector y ā la media de sus componentes. Entonces

Ca=








a1 − ā

a2 − ā
...

an − ā








,

es decir, se obtiene el vector centrado alrededor de la media de sus com-
ponentes.

2. Si A es una matriz de orden n ×p, entonces

C A =








a11 − ā1 . . . a1p − āp

a21 − ā1 . . . a2p − āp
...

...
an1 − ā1 . . . anp − āp








,

donde ā1, . . . , āp son las medias de las columnas respectivas de A.

3. C1= 0.

4. 1
tC = 0

t .

5. 11
tC =C11

t = 0n×n .

6.
∑n

i=1(xi − x̄)2 =xtCx.

Propiedades elementales de las matrices idempotentes

Sean A y B matrices idempotentes de orden n. Entonces

1. AB es una matriz idempotente si, además, AB = B A.

2. I − A es idempotente.

3. A(I − A) = (I − A)A = 0n×n .
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3.5. Matrices elementales y equivalencia

Vamos a ver que las operaciones elementales que usamos para la elimina-
ción gaussiana pueden interpretarse como productos por ciertas matrices de
estructura muy sencilla.

Matrices elementales

Las matrices elementales son las matrices de la forma I −uvt , donde u
y v son vectores columna n ×1 tales que vtu 6= 1.

Estas matrices tienen inversa; en concreto,

(I −uvt )−1 = I +
uvt

1−vtu
,

que a su vez son matrices elementales.
Una matriz elemental de tipo I es de la forma E1 = I −uut , con u= ei −e j .

Esta matriz se obtiene a partir de la matriz identidad intercambiando las filas i

y j . Por ejemplo,

E1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



= I − (e1 −e2)(e1 −e2)t

es una matriz elemental de tipo I, resultado de intercambiar las filas 1 y 2 de I3.
Se las llama matrices de permutación, y se representan por Pi j , con i y j las filas
implicadas.

Una matriz elemental de tipo II es de la forma E2 = I − (1 −α)eie
t
i
. Esta

matriz se obtiene a partir de la matriz identidad multiplicando la i-ésima fila
por α. Por ejemplo,

E2 =





1 0 0
0 α 0
0 0 1



= I − (1−α)e2e
t
2

es una matriz elemental de tipo II, resultado de multiplicar la segunda fila de la
matriz I3 por α. La notaremos por Ti (α).

Una matriz elemental de tipo III es de la forma E3 = I +αe je
i
j
, i 6= j . Esta

matriz se obtiene a partir de la matriz identidad y poniendo en la posición ( j , i )
el valor α. Por ejemplo,

E3 =





1 0 0
0 1 0
α 0 1



= I +αe3e
t
1.
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La notaremos por Ti j (α).

Propiedades de las matrices elementales

Cuando una matriz elemental de tipo I, II o III multiplica a la

izquierda a una matriz, produce la correspondiente transforma-
ción elemental por filas.

Cuando una matriz elemental de tipo I, II o III multiplica a la de-

recha a una matriz, produce la correspondiente transformación
elemental por columnas.

PRUEBA: Las matrices elementales de tipos I y II se comprueban fácilmente.
Veamos las de tipo III. Sea E3 = I +αe je

t
i
. Entonces

(I +αe je
t
i )A = A+αe j Ai∗ = A+α











0 0 . . . 0
...

...
...

ai 1 ai 2 . . . ai n
...

...
...

0 0 . . . 0











←fila j
.

Esta es exactamente la matriz producida por una operación de tipo III sobre las
filas i y j : la fila j -ésima de A se cambia por ella más la fila i-ésima multiplicada
por α.

Cuando multiplicamos a la derecha, nos queda

A(I +αe je
t
i ) = A+αA∗ je

t
i = A+α

col.i
↓








0 . . . a1 j . . . 0
0 . . . a2 j . . . 0
...

...
...

0 . . . am j . . . 0








.

Se ha cambiado la columna i-ésima de A por ella más la columna j -ésima mul-
tiplicada por α. �

Aunque no hemos hablado de dimensiones, lo anterior es válido para ma-
trices generales de orden m ×n.
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Ejemplo 3.5.1. Consideremos la sucesión de operaciones para reducir

A =





1 2 4
2 4 8
3 6 13





a su forma escalonada reducida por filas E A.

A =





1 2 4
2 4 8
3 6 13





F2 −2F1

F3 −3F1
−−−−−−−→





1 2 4
0 0 0
0 0 1





Cambia F2 y F3−−−−−−−−−−−→





1 2 4
0 0 1
0 0 0




F1 −4F2
−−−−−−−→





1 2 0
0 0 1
0 0 0



= E A

La reducción se puede ver como una sucesión de multiplicaciones a izquierda
por la matrices elementales correspondientes.





1 −4 0
0 1 0
0 0 1









1 0 0
0 0 1
0 1 0









1 0 0
0 1 0

−3 0 1









1 0 0
−2 1 0

0 0 1



 A = E A.

Inversas de matrices elementales

La inversa de una matriz elemental de tipo I es ella misma: P−1
i j

=
Pi j .

La inversa de una matriz elemental de tipo II es una matriz ele-
mental de tipo II: Ti (α)−1 = Ti (α−1).

La inversa de una matriz elemental de tipo II es una matriz ele-
mental de tipo III: Ti j (α)−1 = Ti j (−α).

PRUEBA: Es algo inmediato a partir del efecto que tienen estas transforma-
ciones elementales sobre una matriz. Sin embargo, vamos a hacer la prueba
basándonos en la definición original. Recordemos que

(I −uvt )−1 = I +
uvt

1−vtu
, si 1−vtu 6= 0.
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Por definición, Pi j = I − (ei −e j )(ei −e j )t . Entonces

P−1
i j = I +

(ei −e j )(ei −e j )t

1− (ei −e j )t (ei −e j )

= I − (ei −e j )(ei −e j )t , pues 1− (ei −e j )t (ei −e j ) = 1−2=−1,

= Pi j .

Ahora tenemos que Ti (α) = I − (1−α)eie
t
i
, para α 6= 0. Entonces

Ti (α)−1 = I +
(1−α)eie

t
i

1−et
i
(1−α)ei

= I + (1−α)eie
t
i

1

1−1+α

= I − (1−
1

α
)eie

t
i = Ti (α−1).

Para las de tipo III sabemos que Ti j (α) = I +αe je
t
i
, con i 6= j . Entonces

Ti j (α)−1 = I −
αe je

t
i

1+et
i
αe j

= I −αe je
t
i , porque et

ie j = 0 para i 6= j ,

= Ti j (−α).

�

Producto de matrices elementales

Una matriz A es no singular si y solamente si A es el producto de ma-
trices elementales de tipos I, II, o III.

PRUEBA: Si A es no singular, el método de Gauss-Jordan reduce A a la ma-
triz I mediante operaciones por fila. Si G1,G2, . . . ,Gk son las correspondientes
matrices elementales, entonces

Gk . . .G2G1 A = I , o bien A =G−1
1 G−1

2 . . .G−1
k .

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, esto prueba
que A se puede expresar como producto de matrices elementales.

Recíprocamente, si A = E1E2 . . .Ek es un producto de matrices elementales,
entonces A es no singular, pues es el producto de matrices no singulares. �

102 Álgebra Lineal



Depto. de Álgebra

Ejemplo 3.5.2. Expresemos

A =
(
−2 3

1 0

)

como producto de matrices elementales. Mediante la reducción a su forma es-
calonada reducida por filas, comprobaremos que A es no singular, y la expre-
saremos como dicho producto. En efecto,

A
− 1

2 F1→
[

1 −3/2

1 0

]

F2−F1→
[

1 −3/2

0 3/2

]

2
3 F2→

[
1 −3/2

0 1

]

F1+ 3
2 F2→

[
1 0

0 1

]

.

Entonces (
1 3

2
0 1

)(
1 0
0 2

3

)(
1 0

−1 1

)(
−1

2 0
0 1

)

A = I2,

de donde

A =
(
−2 0

0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 0
0 3

2

)(
1 −3

2
0 1

)

.

Equivalencia de matrices

Cuando una matriz B se obtiene de una matriz A mediante operaciones
elementales de filas y columnas, escribiremos A ∼ B y diremos que A y
B son matrices equivalentes. Otra forma de expresarlo es que

A ∼ B ⇔B = PAQ para matrices no singulares P y Q.

Ejemplo 3.5.3. Las matrices

A =





−1 4 0 4
−3 2 −4 2
−2 −2 −2 −4



 y B =





86 −15 −16 −33
−6 51 −8 −43
28 33 −12 −43
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son equivalentes porque PAQ = B para las matrices no singulares

P =





2 3 2
2 −3 −2
2 −1 −1



 ,Q =








0 3 2 3
2 3 1 −3
−3 0 −1 −3
3 0 −2 −1








Equivalencia por filas y columnas

Decimos que dos matrices A,B de la misma dimensión m×n son
equivalentes por filas si existe una matriz P de orden m no sin-

gular tal que PA = B . Lo notamos como A
f∼ B .

Decimos que dos matrices A,B de la misma dimensión m×n son
equivalentes por columnas si existe una matriz Q de orden n no

singular tal que AQ = B . Lo notamos como A
c∼ B .

Estas relaciones son de equivalencia.

Ejemplo 3.5.4. Toda matriz A es equivalente por filas a su forma escalonada
reducida por filas E A. La matriz

B =





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 es equivalente por columnas a la matriz

B ·








0 3 2 3
2 3 1 −3
−3 0 −1 −3
3 0 −2 −1







=





0 3 2 3
2 3 1 −3
0 0 0 0



 .
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Relaciones entre filas y columnas

Si A
f∼ B , entonces las relaciones que existen entre las columnas

de A también se tienen entre las columnas de B . Esto es,

B∗k =
n∑

j=1
α j B∗ j ⇔ A∗k =

n∑

j=1
α j A∗ j .

Si A
c∼ B , entonces las relaciones que existen entre las filas de A

también se tienen entre las filas de B .

En particular, las relaciones entre columnas en A y E A deben ser las mismas,
por lo que las columnas no básicas de A son combinación lineal de las básicas,
tal como describimos en su momento.

PRUEBA: Si A
f∼ B , entonces PA = B , para una matriz P no singular. Tal

como vimos en el producto de matrices,

B∗ j = (PA)∗ j = PA∗ j .

Por tanto, si A∗k =
∑n

j=1α j A∗ j , la multiplicación a la izquierda por P produce

B∗k =
∑n

j=1α j B∗ j . El recíproco se obtiene con P−1.
El resultado para las columnas se deduce inmediatamente a partir de lo an-

terior aplicado a At y B t . �

La forma escalonada reducida por filas E A es lo más lejos que podemos lle-
gar mediante transformaciones por filas. Sin embargo, si permitimos además
el uso de transformaciones por columnas, la reducción es mucho mayor.

Forma normal de rango

Si A es una matriz de orden m ×n y rango(A) = r , entonces

A ∼ Nr =
(

Ir 0

0 0

)

.

Nr se denomina forma normal de rango de A.
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PRUEBA: Como A
f∼ E A, existe una matriz no singular P tal que PA = E A. Si

rango(A) = r , entonces las columnas básicas de E A son las r columnas unita-
rias. Mediante intercambio de columnas aplicados a E A, podemos poner estas
r columnas en la parte superior izquierda. Si Q1 es el producto de las matrices
elementales que hacen estos intercambios, entonces

PAQ1 = E AQ1 =
(

Ir J

0 0

)

.

Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuación por la matriz no singular

Q2 =
(

Ir −J

0 I

)

,

y nos queda

PAQ1Q2 =
(

Ir 0

0 0

)

.

Entonces A ∼ Nr . �

Ejemplo 3.5.5. Veamos que

rango

(
A 0

0 B

)

= rango(A)+ rango(B).

Si rango(A) = r y rango(B) = s, entonces A ∼ Nr y B ∼ Ns , y

(
A 0

0 B

)

∼
(

Nr 0

0 Ns

)

,

de donde

rango

(
A 0

0 B

)

= r + s.

Dadas matrices A y B , ¿cómo decidimos si A ∼ B , A
f∼ B o A

c∼ B?
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Test de equivalencia

Sean A y B matrices de orden m ×n. Entonces

A ∼ B si y solamente si rango(A) = rango(B).

A
f∼ B si y solamente si E A = EB .

A
c∼ B si y solamente si E At = EB t .

En consecuencia, el producto por matrices no singulares no altera el
rango.

PRUEBA: Si rango(A) = rango(B), entonces A ∼ Nr y B ∼ Nr , de donde A ∼
Nr ∼ B . Recíprocamente, si A ∼ B , y rango(A) = r , rango(B) = s, tenemos que
A ∼ Nr y B ∼ Ns , por lo que Nr ∼ Ns . Existen P y Q no singulares tales que
P Nr Q−1 = Ns , o bien que P Nr = NsQ. La forma escalonada reducida por filas
de P Nr es Nr , por lo que tiene rango r y entonces rango(NsQ) = r . Por otro lado,
como Ns

c∼ NsQ, las relaciones entre las filas de Ns y NsQ son las mismas, lo que
implica que NsQ tiene m−s filas nulas al final y s filas no nulas al principio. Por
la definición de rango, esto quiere decir que rango(NsQ) ≤ s y tenemos que
r ≤ s. De forma análoga, a partir de Nr Q−1 = P−1Ns , llegamos a r ≥ s y tenemos
el resultado.

Supongamos ahora que A
f∼ B . Como B

f∼ EB , entonces A
f∼ EB , y dado que

la forma escalonada reducida por filas es única, se sigue que EB = E A. Recípro-
camente, si E A = EB , entonces

A
f∼ E A = EB

f∼ B.

Para las columnas, basta considerar que

A
c∼ B ⇔ AQ = B ⇔ (AQ)t = B t

⇔Q t At = B t ⇔ At f∼ B t .

�
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Rango y trasposición

rango(A) = rango(At ) y rango(A) = rango(A∗).

PRUEBA: Sea rango(A) = r , y sean P y Q matrices no singulares tales que

PAQ = Nr =
(

Ir 0r×(n−r )

0(m−r )×r 0(m−r )×(n−r )

)

.

Entonces N t
r =Q t At P t . Como Q t y P t son no singulares, se sigue que At ∼ N t

r ,
y entonces

rango(At ) = rango(N t
r ) = rango

(
Ir 0r×(m−r )

0(n−r )×r 0(n−r )×(m−r )

)

= r = rango(A).

De forma análoga, N∗
r = Q∗A∗P∗, donde Q∗,P∗ son matrices no singulares.

Como

N∗
r = rango

(
Ir 0r×(m−r )

0(n−r )×r 0(n−r )×(m−r )

)

,

se tiene que rango(N∗) = r , y como rango(A∗) = rango(N∗
r ) por equivalencia de

matrices, tenemos que rango(A∗) = r = rango(A). �

3.6. Aplicaciones del álgebra matricial

Los sistemas dinámicos discretos son una herramienta extremadamente
útil en una amplia variedad de campos.

Sistema dinámico lineal discreto

Un sistema lineal dinámico discreto es una sucesión de vectores
x(k),k = 0,1, . . . , llamados estados, que se definen por un vector inicial
x(0) y una regla

x(k+1) = Ax(k),k = 0,1, . . . ,

donde A es una matriz cuadrada fija, llamada matriz de transición del
sistema.
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Ejemplo 3.6.1. Supongamos que dos compañías de pasta de dientes compiten
por los clientes de un mercado fijo, en el que cada consumidor usa la marca A
o la marca B. Supongamos que un análisis de mercado muestra que los hábitos
de mercado siguen la siguiente tendencia: cada 3 meses, el 30 % de los usuarios
de A se cambian a B, mientras que el resto permanece en A. Además, el 40 %
de los usuarios de B cambiarán a A, y el resto de usuarios de B serán fieles a
la marca. Si suponemos que este patrón no cambia de trimestre en trimestre,
tenemos un ejemplo de una cadena de Markov. Vamos a expresar este sistema
en el lenguaje matricial.

Sean ak y bk las fracciones de clientes que usan las marcas A y B en el tri-
mestre k-ésimo. Las condiciones del enunciado nos dicen que

ak+1 = 0,7ak +0,4bk ,
bk+1 = 0,3ak +0,6bk .

En forma matricial queda

x(k+1) = Ax(k), donde x(k) =
(

ak

bk

)

, A =
(

0,7 0,4
0,3 0,6

)

.

Los vectores de estado x(k) tienen componentes no negativas, y suman 1. Ade-
más, la matriz A verifica que tiene entradas no negativas, y la suma de cada una
de sus columnas es 1, es decir, sus columnas son vectores de probabilidad.

Cadena de Markov

Una cadena de Markov es un sistema dinámico discreto cuyo vector
inicial x(0) es un vector de probabilidad y su matriz de transición es
estocástica, esto es, cada columna de A es un vector de probabilidad.

Volvamos al ejemplo anterior. Tenemos que

x(k+1) = Ax(k)

= A(Ax(k−1))

...

= Ak+1x(0).

En realidad, esto es válido para cualquier sistema dinámico. Vamos a ana-
lizar una situación especial para la cadena de Markov de nuestro ejemplo. Su-
pongamos que, inicialmente, la marca A tiene todos los clientes, y la marca B
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está entrando en el mercado. Veamos que ocurre a largo plazo. Con estas con-
diciones, x(0) = (1,0)t . Entonces

x(2) = A2x(0) =
(

0,61 0,52
0,39 0,48

)(
1
0

)

=
(

0,61
0,39

)

.

Si ampliamos el periodo de cálculo,

x(20) = A20x(0) =
(

0,57
0,43

)

.

Por tanto, tras 20 trimestres, la marca A tendrá el 57 % del mercado, y la marca
B el 43 %.

Veamos que ocurre si el escenario de partida es completamente diferente.
Por ejemplo, que la marca A no tiene clientes y la marca B los tiene todos. En
este caso, x(0) = (0,1)t , y

x(20) = A20x(0) =
(

0,57
0,43

)

.

Hemos obtenido la misma respuesta. No es una coincidencia, y veremos
más adelante qué significa esto.
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Capítulo 4

Espacios vectoriales

4.1. Espacios y subespacios

Después de que la teoría de matrices fuera establecida hacia el final del si-
glo XIX, se observó que muchas entidades matemáticas que eran consideradas
diferentes a las matrices eran, en realidad, bastante similares. Por ejemplo, ob-
jetos como las direcciones en el plano de R2 o en el espacio R3, polinomios,
funciones continuas, y funciones diferenciables, satisfacen las mismas propie-
dades aditivas y de multiplicación por un escalar que se tienen para las ma-
trices. La idea de abstracción que permitiera un tratamiento unificado llevó fi-
nalmente a la definición axiomática de espacio vectorial por Peano (Calcolo

Geometrico, 1888).
Un espacio vectorial agrupa a cuatro objetos: dos conjuntos V y K, y dos

operaciones algebraicas llamadas adición de vectores y producto por un esca-
lar.

V es un conjunto no vacío de objetos que llamaremos vectores. Aunque
V puede ser bastante general, habitualmente consideraremos V como un
conjunto de n-uplas o un conjunto de matrices.

K es un cuerpo de escalares. Para nosotros será el conjunto de números
reales R o el de números complejos C.

La adición de vectores, notada por x+y, es una operación entre elemen-
tos de V .

La multiplicación por un escalar, notada por αx, es una operación entre
elementos de K y V .

La definición formal de espacio vectorial establece cómo estos cuatro obje-
tos se relacionan entre sí. En esencia, los requisitos son que la suma de vectores
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y el producto por escalares tengan las mismas propiedades que vimos para ma-
trices.

Definición de espacio vectorial

El conjunto V se denomina espacio vectorial sobre K si la adición de
vectores y la multiplicación por escalares satisfacen las siguientes pro-
piedades:

1. x+y ∈V para todo x,y ∈V .

2. (x+y)+z =x+ (y+z) para todo x,y,z ∈V .

3. x+y =y+x para todo x,y ∈V .

4. Existe un elemento 0 ∈V tal que x+0=x para todo x ∈V .

5. Para cada x ∈V existe un elemento −x ∈V tal que x+ (−x) = 0.

6. αx ∈V para todo α ∈K y x ∈V .

7. (αβ)x=α(βx) para todo α,β ∈K y x ∈V .

8. α(x+y) =αx+αy para todo α ∈K y x,y ∈V .

9. (α+β)x=αx+βx para todo α,β ∈K y x ∈V .

10. 1x=x para todo x ∈V .

De las propiedades anteriores se deduce fácilmente que el elemento 0 de un
espacio vectorial es único, y se le denomina elemento neutro. Si 0 y 0′ verifican
la condición, entonces

0+0
′ = 0, por ser 0′ elemento neutro,

0
′+0= 0

′, por ser 0 elemento neutro,

de donde 0= 0
′.

Otra propiedad es la de cancelación: si x = y+z, entonces x+ (−z) = y,
pues basta sumar el opuesto del vector z a ambos lados de la igualdad.

Ejemplo 4.1.1. Como las propiedades anteriores no son más que las mismas
que teníamos para matrices, es inmediato que Rm×n es un espacio vectorial
sobre R, y Cm×n es un espacio vectorial sobre C.

112 Álgebra Lineal



Depto. de Álgebra

Ejemplo 4.1.2. El espacio real coordenado por filas

R1×n = {
(

x1 x2 . . . xn

)

, xi ∈R},

y el espacio real coordenado por columnas

Rn×1 = {








x1

x2
...

xn








, xi ∈R}

son casos particulares del ejemplo anterior, pero centrarán nuestra atención.
En el contexto de espacios vectoriales, es indiferente si un vector coordenado
se pone como una fila o una columna. Cuando la distinción entre fila o columna
sea irrelevante, usaremos el símbolo común Rn para designar el espacio coor-
denado. Como elección de partida, sin embargo, pensaremos en los vectores de
Rn como vectores columna. Se tiene lo análogo para los espacios coordenados
complejos.

Ejemplo 4.1.3. Enumeramos algunos ejemplos clásicos sobre espacios vecto-
riales. Es habitual el referirse a un espacio vectorial V sobre un cuerpo K como
un K-espacio vectorial.

1. C es un R-espacio vectorial.

2. C es un C-espacio vectorial.

3. R es un Q-espacio vectorial.

4. Q no es un R-espacio vectorial.

5. El conjunto R[X ] de polinomios con coeficientes reales es un R-espacio
vectorial.

6. El conjunto Rm[X ] de polinomios con coeficientes reales y de grado me-
nor que m es un R-espacio vectorial.

7. El conjunto C k([a,b]) de funciones f : [a,b] →R que son k veces diferen-
ciables es un R-espacio vectorial.

8. El conjunto Q[
p

3] = {a+b
p

3 | a,b ∈Q} es un Q-espacio vectorial.
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Nota 4.1.4. Hay unas relaciones sencillas que se deducen de la definición de
espacio vectorial. Por ejemplo, el producto 0 ·x del elemento neutro de la suma
del cuerpo por un vector es igual a 0, el elemento neutro de la suma de V . En
efecto,

x= 1 ·x= (1+0) ·x= 1 ·x+0 ·x, de donde 0 ·x= 0,

al eliminar x en ambos lados de la igualdad. Otra propiedad relaciona el ele-
mento (−1) con el opuesto de un vector: (−1) ·x=−x. Por lo anterior,

0= 0 ·x= (1+ (−1)) ·x= 1 ·x+ (−1) ·x.

Entonces (−1) ·x es el opuesto de x con respecto a la suma en V .

Subespacios

Sea W un subconjunto no vacío de un espacio vectorial V sobre K. Si
W es un espacio vectorial sobre K con las mismas operaciones de suma
vectorial y producto por un escalar, decimos que W es un subespacio

vectorial o variedad lineal de V .

No es necesario verificar todas las condiciones para determinar si un sub-
conjunto W de V es subespacio. Basta con comprobar que las operaciones son
internas, esto es,

1. x,y ∈W ⇒x+y ∈W

2. x ∈W ⇒αx ∈W para todo α ∈K.

PRUEBA: Si W es un subconjunto de V , entonces W hereda todas las pro-
piedades de V , excepto la existencia de elemento neutro y elemento opuesto
en W . Sin embargo, (−x) = (−1)x ∈ W para todo elemento x ∈ W . Además,
x+ (−x)= 0 ∈W , y tenemos que W cumple todas las propiedades. �

Una condición equivalente a la anterior es que si x,y ∈ W , y α,β ∈ K, se
tiene que verificar que αx+βy ∈W .

Ejemplo 4.1.5. Dado un espacio vectorial V , el conjunto Z = {0} es un subes-
pacio vectorial, denominado subespacio trivial.

Ejemplo 4.1.6. Para un conjunto de vectores L = {v1,v2, . . . ,vr }, una combina-

ción lineal de estos vectores es una expresión de la forma

α1v1 +·· ·+αrvr , donde α1, . . . ,αr ∈K.
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Toda combinación lineal de vectores es un elemento del espacio vectorial. El
conjunto de todas las posibles combinaciones lineales lo notaremos por

〈L 〉 = 〈v1,v2, . . . ,vr 〉 = {α1v1 +α2v2 +·· ·+αrvr |αi ∈K}.

Observemos que 〈L 〉 es un subespacio de V , que llamaremos el subespacio ge-

nerado por L . En efecto, sean v,w ∈ 〈L 〉 y escalares α,β ∈K. Debemos probar
que αv+βw ∈ 〈L 〉. Por hipótesis, podemos expresar los vectores v y w como

v =α1v1 +α2v2 +·· ·+αrvr ,w =β1v1 +β2v2 +·· ·+βrvr ,

para ciertos escalares αi ,βi ∈K, i = 1, . . . ,r . Entonces

αv+βw =α
r∑

i=1
αiv1 +β

r∑

i=1
βivi

=
r∑

i=1
(ααi +ββi )vi =

r∑

i=1
γivi ,

que tiene la forma de los elementos de 〈L 〉. Si V es un espacio vectorial tal que
V = 〈L 〉, decimos que L es un conjunto generador de V . En otras palabras, L
genera V cuando todo vector de V se puede expresar como combinación lineal
de vectores de L .

Ejemplo 4.1.7. Sea Am×n una matriz. Entonces el conjunto de soluciones del
sistema lineal homogéneo Ax = 0 es un subespacio vectorial de Kn . Para pro-
barlo, consideremos dos solucionesu1,u2 ∈Kn y escalaresα1,α2 ∈K. Entonces
α1u1 +α2u2 es una solución, pues

A · (α1u1 +α2u2) =α1 A ·u1 +α2 A ·u2 =α10+α20= 0.

Ejemplo 4.1.8. Consideremos un conjunto de vectores columna

L = {a1,a2, . . . ,an}

de Km , y formemos la matriz A con columnas ai . Entonces L genera Km si y
solamente si para cada b ∈ Km existe una columna x tal que Ax = b, esto es,
el sistema Ax = b es compatible para cada b ∈Km . Para verlo, tenemos que L

genera Km si y solamente si para cada vector b ∈Km existen escalares αi tales
que

b=α1a1 +α2a2 +·· ·+αnan =
(
a1 | a2 | . . . | an

)








α1

α2
...
αn







= Aα.
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Nota 4.1.9. Esta simple observación es muy útil. Por ejemplo, para verificar si

L =











2
1

−1



 ,





1
2
2



 ,





5
4
0











genera todo R3, colocamos los vectores como columnas de una matriz A, y nos
planteamos si el sistema





2 1 5
1 2 4

−1 2 0









x1

x2

x3



=





b1

b2

b3





es compatible para todo vector b ∈ R3. Recordemos que el sistema es compati-
ble si y solamente si rango([A|b]) = rango(A). En este caso, rango(A) = 2, pero
rango([A|b]) = 3 para algunos b, como por ejemplo b1 = 0,b2 = 0,b3 = 1. Por
tanto, L no genera R3. Por otro lado,

L
′ =











2
1

−1



 ,





1
2
2



 ,





5
4
1











sí es un conjunto generador de R3, porque

A′ =





2 1 5
1 2 4

−1 2 1





es una matriz no singular, de donde A′x= b es compatible para todo b.

También es posible ’sumar’ subespacios para generar otro.

Suma de subespacios

Sean W1 y W2 subespacios vectoriales de V . Se define la suma de W1 y
W2 como el conjunto de todas las posibles sumas de vectores de W1 y
W2. Esto es,

W1 +W2 = {w1 +w2 |w1 ∈W1,w2 ∈W2}.
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Ejemplo 4.1.10. Sea V = R3 y consideremos los subespacios vectoriales W1 =
〈e1〉,W2 = 〈e2〉. Entonces

W1 +W2 = {w1 +w2 |w1 =α1e1,w2 =α2e2},

es decir, W1 +W2 es el conjunto de vectores de la forma





α1

α2

0



 , donde α1,α2 ∈R.

Propiedades de la suma de subespacios

La suma W1 +W2 es un subespacio vectorial de V .

Si Wi = 〈Li 〉, i = 1,2 entonces W1 +W2 = 〈L1 ∪L2〉.

PRUEBA: Para probar la primera parte, debemos comprobar que las opera-
ciones de suma y producto por un escalar son internas al conjunto. Por ejem-
plo, sean u,v ∈W1 +W2. Entonces existen u1,v1 ∈W1,u2,v2 ∈W2 tales que

u=u1 +u2,v = v1 +v2.

Por tanto,
u+v = (u1 +v1)+ (u2 +v2) ∈W1 +W2,

y tenemos el resultado. Con respecto al producto por un escalar, sabemos que
αu1 ∈W1,αu2 ∈W2 para cualquier escalar α. Entonces αu=αu1 +αu2 ∈W1 +
W2.

Veamos que la unión de los conjuntos generadores proporciona un conjun-
to generador de la suma. Sean

L1 = {u1, . . . ,ur },L2 = {v1, . . . ,vs }.

Entonces

w ∈ 〈L1 ∪L2〉⇔w =
r∑

i=1
αiui +

s∑

i=1
βivi =u+v con u ∈W1,v ∈W2

⇔w ∈W1 +W2.

�
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4.2. Subespacios asociados a una aplicación lineal

Aplicación lineal

Sea f : V → V ′ una aplicación entre dos espacios vectoriales sobre un
mismo cuerpo K. Decimos que f es una aplicación lineal si

f (v+w) = f (v)+ f (w),

f (αv) =α f (v),

para todo v,w ∈V y todo escalar α ∈K.

Las dos condiciones anteriores se pueden combinar bajo la expresión

f (αv+βw) =α f (v)+β f (w),

para todos los escalares α,β y vectores v,w ∈V .

Ejemplo 4.2.1. La aplicación traza : Kn×n →K definida por

traza(A) =
n∑

i=1
ai i

es lineal. Se denomina traza de la matriz A.

Sea Am×n una matriz. La aplicación f : Kn →Kmdefinida por f (v) = Av

es una aplicación lineal. Este ejemplo será el más importante para noso-
tros.

Sea f una aplicación lineal de V en V ′. El conjunto

im( f ) = { f (v) | v ∈V } ⊂V ′

se denomina imagen de f .

Imagen de una aplicación lineal

La imagen de cualquier aplicación lineal f : V → V ′ es un subespacio
de V ′.
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PRUEBA: Sea f una aplicación lineal de V en V ′. Si w1 y w2 son vectores
de la imagen de f , entonces existen v1,v2 ∈ V tales que f (vi ) = wi , i = 1,2.
Tenemos que comprobar que para α,β ∈K, el vector w =αw1 +βw2 está en la
imagen de f . Basta considerar v =αv1 +βv2, y se tiene que f (v) =w. �

Tenemos así que toda matriz A ∈ Km×n genera un subespacio en Km co-
mo imagen de la función lineal f (x) = Ax de Kn en Km . De manera análoga,
la traspuesta At define un subespacio en Kn como la imagen de la aplicación
lineal g (y)= Aty.

Espacios columna y fila

El espacio de columnas de una matriz Am×n es la imagen de la aplica-
ción lineal f (x) = Ax. Se notará por Col(A).
El espacio de filas de una matriz Am×n es la imagen de la aplicación
lineal g (y)= Aty. Se notará por Fil(A).

Recordemos que una expresión de la forma Ax es una combinación lineal
de las columnas de A. Si escribimos x=

(
ξ1 ξ2 . . . ξn

)t
, entonces

Ax=
(

A∗1 A∗2 . . . A∗n

)








ξ1

ξ2
...
ξn







=

n∑

j=1
ξ j A∗ j

muestra que el conjunto de las imágenes Ax es el mismo que el conjunto de las
combinaciones lineales de las columnas de A. Por tanto, si f es la aplicación li-
neal definida por f (x) = Ax, entonces im( f ) no es más que el espacio generado
por las columnas de A, es decir, Col(A).

Es interesante saber si dos matrices dadas tiene el mismo espacio columna
o no.

Igualdad de espacios columna

Para dos matrices A y B del mismo orden,

Col(At ) = Col(B t ) ⇔ A
f∼ B .

Col(A) = Col(B) ⇔ A
c∼ B .
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PRUEBA: Supongamos que Col(At ) = Col(B t ). Entonces cada fila de B se
puede expresar como combinación lineal de las filas de A. Esto implica que

(
A

B

)
rref−−→

(
E A

0

)

.

Análogamente,
(

B

A

)
rref−−→

(
EB

0

)

.

Como (
A

B

)

f∼
(

B

A

)

,

se sigue que E A = EB , y entonces A
f∼ B . Recíprocamente, si A

f∼ B , existe una
matriz no singular P tal que PA = B . Para verificar que Col(At ) = Col(B t ), con-
sideramos

a ∈Col(At ) ⇔at =yt A =yt P−1PA para algún y

⇔at = zt B para zt =yt P−1

⇔a ∈ Col(B t ).

�

Ejemplo 4.2.2. Dos conjuntos {a1,a2, . . . ,ar } y {b1,b2, . . . ,bs } en Rn generan el
mismo subespacio si y solamente si las filas no nulas de E A y EB coinciden,
donde A y B son las matrices que contienen los ai y bi como filas. Esto es un
corolario de lo anterior, pues las filas nulas son irrelevantes a la hora de consi-

derar el espacio de filas de una matriz, y sabemos que A
f∼ B si y solamente si

E A = EB .
Consideremos el caso

A =














1
2
2
3








,








2
4
1
3








,








3
6
1
4














,B =














0
0
1
1








,








1
2
3
4














,

y veamos que generan el mismo subespacio. Para ello, consideramos

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4



→





1 2 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0



= E A,
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y

B =
(

0 0 1 1
1 2 3 4

)

→
(

1 2 0 1
0 0 1 1

)

= EB .

Como las filas no nulas de E A y EB coinciden, tenemos el resultado.

Generación de los espacios de fila y columna

Sea A una matriz m ×n, y U cualquier forma escalonada por filas deri-
vada de A. Entonces

Las filas no nulas de U generan Col(At ), el espacio de filas de A.

Las columnas básicas de A generan Col(A), el espacio de colum-
nas de A.

PRUEBA: La primera es inmediata, por la equivalencia por filas. Para la se-
gunda, recordemos que todas las columnas de A se expresan como combina-
ción lineal de las columnas básicas, pues así ocurre en la forma escalonada re-
ducida por filas. Por tanto, las columnas básicas generan el espacio Col(A). �

Ejemplo 4.2.3. Calculemos un conjunto de generadores para Col(A) y Col(At )
(espacios de filas y columnas de A), donde

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4



 .

Para ello,

A → E A =





1 2 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0



 .

Entonces Col(A) está generado por las columnas básicas de A, esto es,

Col(A) = 〈





1
2
3



 ,





2
1
1



〉,

y Col(At ) está generado por las filas no nulas de E A, es decir,

Col(At ) = 〈








1
2
0
1








,








0
0
1
1







〉.
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Espacio nulo

Para una matriz A de orden m ×n, el conjunto null(A) = {xn×1 |
Ax= 0} ⊂Kn se denomina espacio nulo o núcleo de A. Es el con-
junto de soluciones del sistema homogéneo Ax= 0.

El conjunto null(At ) = {ym×1 | Aty = 0} ⊂Km se denomina espa-

cio nulo a la izquierda de A, porque es el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo yt A = 0.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos la matriz

A =
(
−1 1 1

0 1 −1

)

.

Entonces el cálculo de null(A) se reduce a obtener el conjunto de soluciones
del sistema lineal homogéneo Ax= 0. Para ello, calculamos

A
rref−−→E A =

(
1 0 −2
0 1 −1

)

,

de donde el conjunto de soluciones es el espacio generado por el vector

h1 =





2
1
1



 .

Núcleo de una aplicación

Sea f : V → V ′ una aplicación lineal entre espacios vectoriales. El con-
junto

ker( f ) = {v ∈V | f (v) = 0}

se denomina núcleo de la aplicación lineal f .

Ejemplo 4.2.5. Sea V = R2×2 el conjunto de las matrices de orden 2×2 y con-
sideremos la aplicación f : V → R definida por la traza de la matriz. Entonces
ker( f ) es el conjunto de matrices 2×2 de la forma

(
a b

c −a

)

.
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Es fácil ver que ker( f ) es un subespacio vectorial de f , pues si v1,v2 ∈ ker( f )
y α1,α2 ∈K, entonces

f (α1v1 +α2v2) = f (α1v1)+ f (α2v2) =α1 f (v1)+α2 f (v2)

=α10+α20= 0,

por lo que α1v1 +α2v2 ∈ ker( f ).
Si Am×n es una matriz, y f es la aplicación lineal definida por f (x) = Ax,

vemos que ker( f ) = null(A).

Espacio nulo trivial

Si A es una matriz m × n, entonces null(A) = 0 si y solamente si
rango(A) = n.

PRUEBA: La solución trivial x= 0 es la única solución de Ax= 0 si y solamente
si el rango de A es igual al número de incógnitas. �

4.3. Independencia lineal

Independencia lineal

Un conjunto de vectores L = {v1,v2, . . . ,vn} se dice linealmente inde-

pendiente si la única solución para los escalares αi en la ecuación ho-
mogénea

α1v1 +α2v2 +·· ·+αnvn = 0

es la solución trivial α1 = α2 = ·· · = αn = 0. En otro caso se dice que es
un conjunto linealmente dependiente.

Las relaciones de dependencia entre vectores salen a la luz al calcular la
forma escalonada reducida por filas.

Ejemplo 4.3.1. Vamos a determinar si el conjunto

L =











1
2
1



 ,





1
0
2



 ,





5
6
7
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es linealmente independiente. Aplicamos la definición, y buscamos si existe
una solución no trivial de

α1





1
2
1



+α2





1
0
2



+α3





5
6
7



=





0
0
0



 .

Esto es equivalente a estudiar las soluciones del sistema lineal homogéneo





1 1 5
2 0 6
1 2 7









α1

α2

α3



=





0
0
0



 .

Si A es la matriz de coeficientes del sistema, entonces la forma escalonada re-
ducida por filas es

E A =





1 0 3
0 1 2
0 0 0



 .

Esto significa que existen soluciones no triviales, y L es un conjunto lineal-
mente dependiente. En particular, E A nos indica que A∗3 = 3A∗1 +2A∗2 y

3





1
2
1



+2





1
0
2



−





5
6
7



=





0
0
0



 .

Ejemplo 4.3.2. Supongamos que en un conjunto de vectores L = {v1,v2, . . . ,vr },
uno de ellos se expresa como combinación lineal de los restantes. Por ejemplo,

vr =α1v1 +α2v2 +·· ·+αr−1vr−1.

Entonces el conjunto L es linealmente dependiente. En efecto, la relación an-
terior implica que

α1v1 +α2v2 +·· ·+αr−1vr−1 −vr = 0,

y el coeficiente que afecta a vr es no nulo.
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Independencia lineal y matrices

Sea A una matriz m ×n.

Cada una de las siguientes sentencias es equivalente a decir que
las columnas de A forman un conjunto linealmente indepen-
diente.

• null(A) = 0.

• rango(A) = n.

Cada una de las siguientes sentencias es equivalente a decir que
las filas de A forman un conjunto linealmente independiente.

• null(At ) = 0.

• rango(A) = m.

Cuando A es una matriz cuadrada, cada una de las siguientes afir-
maciones es equivalente a decir que A es no singular.

• Las columnas de A forman un conjunto linealmente inde-
pendiente.

• Las filas de A forman un conjunto linealmente indepen-
diente.

PRUEBA: Por definición, las columnas de A forman un conjunto lineal-
mente independiente cuando el único conjunto de escalares αi que satisface
la ecuación homogénea

0=α1 A∗1 +α2 A∗2 +·· ·+αn A∗n =
(

A∗1 A∗2 . . . A∗n

)








α1

α2
...
αn








es la solución trivial α1 = α2 = ·· · = αn = 0. Pero esto significa que null(A) = 0,
que es equivalente a rango(A) = n. El resto sigue cambiando A por At . �
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Ejemplo 4.3.3. Matrices de Vandermonde. Las matrices de la forma

Vm×n =








1 x1 x2
1 . . . xn−1

1
1 x2 x2

2 . . . xn−1
2

...
...

... . . .
...

1 xm x2
m . . . xn−1

m








,

en donde xi 6= x j para todo i 6= j se llaman matrices de Vandermonde. Las
columnas de V constituyen un conjunto linealmente independiente cuando
n ≤ m. Para ver esto, recordemos que es equivalente a probar que null(V ) = 0.
Si








1 x1 x2
1 . . . xn−1

1
1 x2 x2

2 . . . xn−1
2

...
...

... . . .
...

1 xm x2
m . . . xn−1

m















α0

α1
...

αn−1







=








0
0
...
0








,

entonces, para cada i = 1,2, . . . ,m,

α0 +xiα1 +x2
i α2 +·· ·+xn−1

i αn−1 = 0.

Esto implica que el polinomio

p(x) =α0 +xα1 +x2α2 +·· ·+xn−1αn−1

tiene m raíces distintas, en concreto, las xi . Pero deg(p(x)) ≤ n −1, y si p(x) no
es el polinomio nulo entonces p(x) tiene, a lo más, n −1 < m raíces. Por tanto,
el sistema se verifica si y solamente si αi = 0 para todo i , lo que significa que las
columnas de V forman un conjunto linealmente independiente.

Ejemplo 4.3.4. Dado un conjunto de m puntos L = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm , ym)},
en donde los xi son distintos dos a dos, existe un único polinomio

L(t ) =α0 +α1t +α2t 2 +·· ·+αm−1t m−1 (4.3.1)

de grado m − 1 tal que L(xi ) = yi , i = 1,2, . . . ,m. En efecto, los coeficientes αi

deben satisfacer el sistema

α0 +α1x1 +α2x2
1 +·· ·+αm−1xm−1

1 = L(x1) = y1,
α0 +α1x2 +α2x2

2 +·· ·+αm−1xm−1
2 = L(x2) = y2,

...
...

α0 +α1xm +α2x2
m +·· ·+αm−1xm−1

m = L(xm) = ym .
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Si lo escribimos en forma matricial,








1 x1 x2
1 . . . xm−1

1
1 x2 x2

2 . . . xm−1
2

...
...

... . . .
...

1 xm x2
m . . . xm−1

m















α0

α1
...

αm−1







=








y1

y2
...

ym








,

se tiene que la matriz de coeficientes es una matriz de Vandermonde, y como
los valores xi son distintos dos a dos, dicha matriz es no singular. Por tanto, el
sistema tiene solución única, y existe un único conjunto de coeficientes para el
polinomio L(t ) en 4.3.1. Si queremos ser más específicos, la solución es

L(t ) =
m∑

i=1

(

yi

∏m
j 6=i (t −x j )

∏m
j 6=i

(xi −x j )

)

.

Es fácil de verificar que el lado derecho es un polinomio de grado m − 1 que
pasa por los puntos de L y, por tanto, tiene que coincidir con nuestra solu-
ción única. El polinomio L(t ) se conoce como el polinomio de interpolación

de Lagrange de grado m −1.
Nos encontraremos con sistemas similares cuando estudiemos ajuste de

curvas mediante mínimos cuadrados.

Si rango(Am×n) < n, entonces las columnas de A forman un conjunto lineal-
mente dependiente. Para tales matrices queremos extraer un subconjunto ma-

ximal linealmente independiente de columnas, es decir, un conjunto lineal-
mente independiente al que no le podemos añadir otra columna de la matriz
A que mantenga dicho carácter. Aunque hay varias formas de realizar tal selec-
ción, las columnas básicas constituyen una solución.

Subconjuntos maximales independientes

Si rango(Am×n) = r entonces:

Cualquier subconjunto maximal independiente de columnas de
A contiene exactamente r columnas.

Cualquier subconjunto maximal independiente de filas de A con-
tiene exactamente r filas.

En particular, las r columnas básicas de A constituyen un sub-
conjunto maximal independiente de columnas de A.
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PRUEBA: Recordemos que las relaciones que tengan las columnas de A exis-
ten entre las columnas de E A. Esto garantiza que un conjunto de columnas de A

es linealmente independiente si y solamente si las columnas en las posiciones
correspondientes de E A son un conjunto independiente. Sea

C =
(
c1 c2 . . . ck

)

una matriz que contiene un subconjunto independiente de columnas de E A

tal que rango(C ) = k. Como cada columna de E A es una combinación de las
r columnas básicas de E A (vectores ei ), existen escalares βi j tales que c j =
∑r

i=1βi jei para j = 1,2, . . . ,k. Estas ecuaciones se pueden escribir en forma ma-
tricial como

(
c1 c2 . . . ck

)

=
(
e1 e2 . . . er

)

m×r








β11 β12 . . . β1k

β21 β22 . . . β2k
...

... . . .
...

βr 1 βr 2 . . . βr k








r×k

o bien

Cm×k =
(

Ir

0

)

Br×k =
(

Br×k

0

)

, donde Br×k = (βi j ).

Por tanto, en C hay, a lo más, r filas no nulas, de donde r ≥ rango(C ) = k, y
cualquier subconjunto independiente de columnas de E A, y por tanto de A, no
puede contener más de r vectores. Como las r columnas básicas de E A forman
un conjunto independiente, las r columnas básicas de A también. La segunda
parte de la proposición se deduce de rango(A) = rango(At ). �

Cuestiones básicas de independencia

Para un conjunto no vacío de vectores L = {u1,u2, . . . ,un} de un espa-
cio V , se tiene que:

Si L contiene un subconjunto linealmente dependiente, enton-
ces L es linealmente dependiente.

Si L es linealmente independiente, entonces todo subconjunto
de L es linealmente independiente.

Si L es linealmente independiente y v ∈V , entonces el conjunto
extensión Lext =L ∪ {v} es linealmente independiente si y sola-
mente si v 6∈ 〈L 〉.

Si L ⊂Km y n > m entonces L es linealmente dependiente.
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PRUEBA:

Supongamos que L contiene un subconjunto linealmente dependiente,
y por conveniencia, supongamos que dicho conjunto está formado por
L

′ = {u1, . . . ,uk }. Por definición de dependencia lineal, existen unos es-
calares α1, . . . ,αk , no todos nulos, tales que

α1u1 +·· ·+αkuk = 0.

Entonces podemos escribir

α1u1 +·· ·+αkuk +0uk+1 +·· ·+0un = 0,

que es una combinación lineal no trivial de los elementos de L .

Es consecuencia inmediata de lo anterior.

Si Lext es linealmente independiente, entonces v 6∈ 〈L 〉, pues en otro ca-
so tendríamos una expresión de la forma

v =α1u1 +·· ·+αun ,

que implicaría la dependencia lineal de Lext. Recíprocamente, suponga-
mos ahora que v 6∈ 〈L 〉, y consideremos una combinación lineal de los
elementos de Lext de la forma

α1u1 +·· ·+αnun +αn+1v = 0.

Comov no se puede expresar en función de los elementos de L , tenemos
que αn+1 = 0. Entonces nos queda

α1u1 +·· ·+αnun = 0,

y la independencia lineal de L implica que α1 = ·· · =αn = 0.

Si colocamos las columnas de L en una matriz Am×n, entonces rango(A) ≤
m < n.

�
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4.4. Bases y dimensión

Un conjunto generador de un espacio vectorial puede contener vectores re-
dundantes, de forma que el espacio podría ser generado por un número menor
de vectores. Se trata de determinar cuántos y cuáles hacen falta.

Base de un espacio vectorial

Un conjunto linealmente independiente y generador de un espacio
vectorial V se denomina base de V .

Todo espacio vectorial tiene una base, y una vez que se ha encontrado una,
podemos encontrar tantas como queramos.

Ejemplo 4.4.1.

Los vectores unitarios S = {e1,e2, . . . ,en} de Rn forman una base de Rn .
La llamamos base estándar de Kn .

Si A es una matriz n ×n no singular, entonces el conjunto de filas, así
como el de columnas de A, forman una base de Kn .

Ejemplo 4.4.2. Consideremos la matriz

A =





1 1 5
2 0 6
1 2 7



 ,

cuya forma escalonada reducida por filas es

E A =





1 0 3
0 1 2
0 0 0



 .

Sabemos que las columnas básicas de A, que son A∗1 y A∗2, generan el espa-
cio Col(A). Además, son independientes, pues si existe una expresión α1 A∗1 +
α2 A∗2 = 0, para ciertos escalares α1,α2 ∈ R, entonces dicha relación se tiene
entre las columnas correspondientes de E A, esto es, α1e1 +α2e2 = 0; esto im-
plica que α1 =α2 = 0. Por tanto, las columnas básicas de A forman una base de
Col(A).
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Ejemplo 4.4.3. Vamos a calcular una base del espacio nulo de la matriz

A =





1 −1 2 3 0
−1 1 1 1 −1
0 0 2 1 1



 .

Procedemos a calcular su forma escalonada reducida por filas E A, que nos per-
mitirá obtener un conjunto generador de null(A):

A
rref−−→E A =





1 −1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



 ,

que da lugar al sistema homogéneo






x1 −x2 +x5 = 0,
x3 +x5 = 0,

x4 −x5 = 0.

Las variables básicas son x1, x3 y x4; despejamos para obtener






x1 = x2 −x5,
x2 = x2,
x3 = −x5,
x4 = x5,
x5 = x5.

y entonces x= x2










1
1
0
0
0










+x5










−1
0

−1
1
1










= x2h1 +x5h2.

Podemos escribir que null(A) = 〈h1,h2〉. Observemos que el conjunto {h1,h2}
es linealmente independiente, pues una expresión de la forma α1h1+α2h2 = 0

implica que, al fijarnos en las segunda y quita componentes, que α1 = 0,α2 = 0.
Por tanto, {h1,h2} es una base de null(A).

Los espacio vectoriales que tienen bases con una cantidad infinita de ele-
mentos se llaman espacios infinito dimensionales. Los que tienen una base fi-
nita se denominan espacios finito dimensionales. Nosotros nos restringiremos
a los de dimensión finita, que en realidad se reducen a Rn y Cn .

Caracterización de una base

Sea V un subespacio de Km y B = {b1,b2, . . . ,bn} ⊂V . Son equivalentes:

1. B es una base de V .

2. B es un conjunto generador minimal de V .

3. B es un conjunto linealmente independiente maximal.
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PRUEBA: 1) ⇒ 2). Aquí minimal significa que no hay bases de tamaño infe-
rior. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que C = {c1, . . . ,ck } es
una base de V , con k < n. Cada b j se puede expresar como combinación lineal
de los vectores ci . Así, existen escalares αi j tales que

b j =
k∑

i=1
αi jci , para j = 1,2, . . . ,n. (4.4.1)

Si construimos las matrices

Bm×n =
(
b1 . . . bn

)

,Cm×k =
(
c1 . . . ck

)

,

las expresiones de 4.4.1 se pueden escribir de manera matricial como

B =C A, donde Ak×n = (αi j ).

El rango de una matriz no puede exceder sus dimensiones, y como k < n, te-
nemos que rango(A) ≤ k < n. Entonces null(A) 6= 0. Si z 6= 0 es tal que Az = 0,
entonces Bz = 0. Pero esto es imposible, porque las columnas de B son lineal-
mente independientes, y por tanto null(B) = 0. Así, la hipótesis inicial de la
existencia de una base con menos de n elementos es falsa.

2) ⇒ 1). Debemos probar la independencia lineal de B. Supongamos que
no es así, y entonces uno de los vectores bi se podría expresar como combina-
ción lineal de los restantes vectores b j . Entonces el conjunto

B
′ = {b1, . . . ,bi−1,bi+1, . . . ,bn}

seguiría siendo conjunto generador, pero con menos vectores que B, que, por
hipótesis, era minimal.

3) ⇒ 1). Si B fuera un conjunto maximal linealmente independiente, pero
no fuera base, existiría un vector v ∈V , pero que v 6∈ 〈B〉. Entonces el conjunto
extendido

B∪ {v} = {b1, . . . ,bn ,v}

sería linealmente independiente, en contra de la propiedad de maximal de B.
1) ⇒ 3). Supongamos que B es una base de V , pero que no es maximal. Si

existe C = {c1, . . . ,ck } ⊂ V , con k > n un conjunto linealmente independien-
te, entonces todo vector de V se podría expresar como combinación lineal de
los vectores ci , por su carácter maximal. Entonces C es base, pero según 2), el
conjunto C tendría que ser un conjunto minimal de generadores, y B es uno
más pequeño. Por tanto, B es un conjunto maximal de vectores linealmente
independientes. �

Aunque un espacio V puede tener muchas bases diferentes, lo anterior ga-
rantiza que todas ellas tienen el mismo número de elementos, que se denomina
dimensión de V .
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Dimensión

La dimensión de un espacio vectorial V se define como

dimV = número de vectores de cualquier base de V

= número de vectores de cualquier

conjunto generador minimal de V

= número de vectores de cualquier

conjunto linealmente independiente maximal de V

Si V es un espacio de dimensión n, entonces todo conjunto independiente
L = {v1,v2, . . . ,vn} ⊂V que contiene n vectores es una base de V .

Una forma de pensar en la dimensión es en términos de grados de libertad.
En el espacio trivial Z no hay grados de libertad (dimensión cero), en una recta
hay un grado, en un plano dos, etc.

Los resultados anteriores permiten la demostración de la existencia de una
base para cualquier espacio vectorial. La idea es usar una iteración. Por ejem-
plo, sea V un espacio vectorial. Si V = 0, hemos acabado. Si no, existe v1 ∈ V

no nulo. Si V = 〈v1〉, fin del proceso. En otro caso, existe v2 6∈ 〈v1〉. Y así de for-
ma reiterada podemos construir una base de cualquier espacio de dimensión
finita.

Ejemplo 4.4.4. Si Lr = {v1,v2, . . . ,vr } es un conjunto linealmente independien-
te en un espacio vectorial V de dimensión n, entonces podemos encontrar vec-
tores extensión {vr+1, . . . ,vn} de V tales que

Ln = {v1,v2, . . . ,vr ,vr+1, . . . ,vn}

es una base de V . Veamos un procedimiento para encontrar una extensión. Sea
{b1,b2, . . . ,bn} cualquier base de V , y formemos la matriz

A =
(
v1 . . . vr b1 . . . bn

)

.

Es claro que Col(A) =V , por lo que las columnas básicas de A forman una base
de V . Observemos que {v1,v2, . . . ,vr } son columnas básicas de A, porque nin-
guna de ellas es combinación lineal de las anteriores. Por tanto, las restantes
n − r columnas básicas deben ser un subconjunto de {b1,b2, . . . ,bn}, digamos
que {b j1 ,b j2 , . . . ,b jn−r }. Entonces una base de V que extiende a L es

B = {v1, . . . ,vr ,b j1 , . . . ,b jn−r }.
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Por ejemplo, para extender el conjunto

L =














1
0

−1
2








,








0
0
1

−2














a una base de R4, añadimos la base estándar {e1,e2,e3,e4} a los vectores de L ,
y reducimos:

A =








1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

−1 1 0 0 1 0
2 −2 0 0 0 1







→ E A =








1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 −1/2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1/2








.

Entonces {A∗1, A∗2, A∗4, A∗5} son las columnas básicas de A, y

B =














1
0

−1
2








,








0
0
1

−2








,








0
1
0
0








,








0
0
1
0














es una base de R4 que contiene a L .

Dimensión de un subespacio

Para espacios vectoriales L1 y L2 tales que L1 ⊂ L2, se verifica que

dim(L1) ≤ dim(L2).

Si dim(L1) = dim(L2) entonces L1 = L2.

PRUEBA: Sea dimL1 = m y dimL2 = n. Si m > n, entonces una base de L1 es
un conjunto linealmente independiente con más de n vectores. Pero n = dimL2

es es el tamaño de un conjunto maximal linealmente independiente dentro de
L2. Por tanto, m ≤ n.

Si m = n pero L1 6= L2, existe un vector w ∈ L2 que no está en L1. Si B es
una base de L1, entonces B ∪ {w} es un conjunto linealmente independiente,
subconjunto de L2, con m +1 = n +1 elementos. Esto es imposible, porque la
dimensión de L2 es n, que es el tamaño de un conjunto maximal linealmente
independiente. Por tanto, L1 = L2. �
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Subespacios fundamentales: bases y dimensión

Sea A una matriz de orden m ×n, y rango(A) = r .

dim(Col(A)) = r .

dim(null(A)) = n − r .

dim(Col(At )) = r .

dim(null(At )) = m − r .

Sea P una matriz no singular tal que PA =U es una forma escalonada
por filas, y sea H el conjunto dehi que aparecen en la solución general
de Ax= 0.

Las columnas básicas de A forman una base de Col(A).

Las filas no nulas de U forman una base de Col(At ).

El conjunto H es una base de null(A).

Las últimas m − r filas de P forman una base de null(At ).

Para matrices con entradas complejas, lo anterior queda igual si cam-
biamos At por A∗.

PRUEBA: El conjunto de columnas de A genera Col(A), pero no tiene que
ser una base por las posibles dependencias entre las columnas. Sin embargo,
el conjunto de columnas básicas es también un conjunto generador, y forman
un conjunto independiente: ninguna columna básica puede depender lineal-
mente de las otras, pues entonces lo mismo ocurriría con las columnas corres-
pondientes de la forma escalonada reducida por filas, donde es evidente que
no sucede. Por tanto, el conjunto de columnas básicas de A forma una base de
Col(A), y dimCol(A) = rango(A) = r .

Análogamente, el conjunto de filas de A genera Col(At ), pero puede haber
dependencias entre ellas. Recordemos que si

U =
(

Cr×n

0

)

es una forma escalonada equivalente a A, entonces las filas de C generan Col(At ).
Como rango(C ) = r , las filas de C son linealmente independientes. Entonces
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rango(At ) = dimCol(At ) = r , que es lo que se conoce como igualdad de rangos
de los espacios de fila y columna.

Veamos ahora los espacios nulos. Recordemos que el conjunto H que con-
tenía los hi que aparecían en la solución general de Ax= 0 generaban null(A).
Además, son independientes. Recordemos que los vectores hi tienen un 1 en la
posición fi asociada a la variable libre, y todos los demás vectores h j tienen un
cero en esa posición. Entonces, si consideramos una expresión

α1h1 +α2h2 +·· ·+αn−rhn−r = 0,

obtenemos igualdades de la forma α1 = 0,α2 = 0, . . . ,αn−r = 0. Por tanto,

dim(null(A)) = n − r.

�

Se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema de la dimensión

dim(Col(A))+dim(null(A)) = n

para todas las matrices m ×n.

Dimensión de la suma

Si L1 y L2 son subespacios de un espacio vectorial V , entonces

dim(L1 +L2)+dim(L1 ∩L2) = dim(L1)+dim(L2).

PRUEBA: La estrategia es construir una base de L1 +L2 y contar el número
de vectores que contiene. Sea L = {z1, . . . ,zt } una base de L1 ∩L2. Existe una
extensión {u1, . . . ,um} a una base de L1, y otra {v1, . . . ,vn} a una base de L2.
Entonces

B1 = {z1, . . . ,zt ,u1, . . . ,um} es una base de L1

y

B2 = {z1, . . . ,zt ,v1, . . . ,vm} es una base de L2.
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Sabemos que B1∪B2 es un conjunto generador de L1+L2, y queremos probar
que es linealmente independiente. Consideremos para ello

t∑

i=1
αizi +

n∑

j=1
β ju j +

m∑

k=1

γkvk = 0,

que podemos escribir como

m∑

k=1
γkvk =−

(
t∑

i=1
αizi +

n∑

j=1
β ju j

)

∈ L1.

Es claro que el lado izquierdo de la anterior igualdad está en L2, por lo que
existen escalares δi tales que

m∑

k=1

γkvk =
t∑

i=1
δizi , o de forma equivalente

m∑

k=1

γkvk −
t∑

i=1
δizi = 0.

Como B2 es una base, todos los coeficientes de la expresión anterior son nulos:
γk = 0,k = 1, . . . ,m,δi = 0, i = 1, . . . , t . Entonces nos queda que

t∑

i=1
αizi +

n∑

j=1
β ju j = 0.

De nuevo, B1 es base, y todos los coeficientes son nulos. Hemos probado así
que los vectores de B1 ∪B2 forman una base de L1 +L2, y

dim(L1 +L2) = t +m +n = (t +m)+ (t +n)− t = dimL1 +dimL2 −dim(L1 ∩L2).

�

4.5. Transformaciones lineales

Transformación lineal

Sean U y V espacios vectoriales sobre un cuerpo K ( R o C para noso-
tros).

Una transformación lineal de U en V es una aplicación lineal
T : U →V .

Un endomorfismo de U es una aplicación lineal de U en sí mis-
mo.
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Ejemplo 4.5.1. Si A ∈Rm×n yx ∈Rn×1, la función T (x)= Ax es una trans-
formación lineal de Rn en Rm . T es un endomorfismo de Rn si A es de
orden n ×n.

La rotación Q de un vector u en R2 un ángulo θ en el sentido contrario a
las agujas del reloj se puede describir como una multiplicación matricial.
Si u= (x, y)t , entonces

Q(u) =
(

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
x

y

)

.

La proyección de un vector v ∈ R3 en (x, y,0)t , vector del plano x y , está
definida por la matriz

P =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

La simetría R que aplica cada vector v = (x, y, z)t ∈R3 en R(v) = (x, y,−z)t

se puede representar por la matriz

R =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 .

Las transformaciones lineales entre espacios de dimensión finita siempre
se pueden representar por una matriz. Para probarlo, es necesario el concepto
de coordenada.

Sea B = {u1,u2, . . . ,un} una base de un espacio vectorial U , y tomemos u ∈
U . Entonces, por ser sistema generador, existen unos escalares αi , i = 1, . . . ,n

tales que

u=α1u1 +α2u2 +·· ·+αnun .

Los escalares αi están unívocamente determinados, pues si

u=
n∑

i=1
αiui =

n∑

i=1
βiui ,

entonces

0=
n∑

i=1
(αi −βi )ui ,

y, por la independencia lineal de B, se tiene que αi =βi para todo i = 1, . . . ,n.
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Coordenadas de un vector

Sea B = {u1,u2, . . . ,un} una base de un espacio vectorial U , y sea u ∈
U . Los coeficientes αi en la expresión u = α1u1 +α2u2 + ·· ·+αnun se
llaman las coordenadas de u respecto de la base B. Lo notaremos por

[u]B =








α1

α2
...
αn








.

Ejemplo 4.5.2. Consideremos enR3 la base formada por los vectores B= {u1,u2,u3},
donde

u1 =





1
−1

1



 ,u2 =





1
2
2



 ,u3 =





1
3
3



 .

Para calcular las coordenadas del vector e1 con respecto a la base B, tenemos
que encontrar los escalares α1,α2,α3 ∈R tales que

e1 =α1u1 +α2u2 +α3u3.

Esto se traduce a resolver el sistema de ecuaciones Aα= e1, donde

A =
(
u1 u2 u3

)

,α=





α1

α2

α3



 .

Se tiene que

(
A e1

) rref−→





1 0 0 0
0 1 0 3
0 0 1 −2



 ,

por lo que

[e1]B =





0
3

−2



 .

De ahora en adelante, S = {e1,e2, . . . ,en} denotará la base estándar de vec-
tores, en el orden natural, para Rn o Cn . Si no se hace mención de otra base,
suponemos que estamos usando la base estándar.
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Es importante hacer notar la diferencia entre dos expresiones. Dado un vec-
tor v de Kn , tiene una expresión como n-upla, que coincide con sus coordena-
das respecto de la base estándar. Por otro lado, fijada una base B de K n , le co-
rresponde otra n-upla que hemos notado como [v]B , que son sus coordenadas
respecto de la base B.

Así, por ejemplo, si B = {u1,u2, . . . ,un} es una base de un espacio vectorial
V de dimensión finita n, las coordenadas de ui respecto de la base B es la n-
upla que tiene ceros en todas las posiciones salvo la i-ésima, que contiene el
valor 1. Esto es lo que se conoce como el morfismo de coordenadas entre un
espacio vectorial de dimensión finita V y Kn .

Matriz de una aplicación lineal

Sean B = {u1,u2, . . . ,un} y B
′ = {v1,v2, . . . ,vm} bases de U y V , respecti-

vamente. La matriz de coordenadas de una aplicación lineal T : U →V

con respecto al par (B,B′) es la matriz de orden m ×n

[T ]BB′ =
(

[T (u1)]B′ | [T (u2)]B′ | . . . | [T (un)]B′
)

.

En otras palabras, si T (u j ) =α1 jv1 +α2 jv2 +·· ·+αm jvm , entonces

[T (u j )]B′ =








α1 j

α2 j
...

αm j








y [T ]BB′ =








α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
αm1 αm2 . . . αmn








.

Cuando T es un endomorfismo de U y una sola base implicada, usare-
mos la notación [T ]B en lugar de [T ]BB. Esta matriz será cuadrada.

Ejemplo 4.5.3. Consideremos la aplicación f : R3 →R3 definida como

f





x1

x2

x3



=





x1

x2

0



 .

Vamos calcular la matriz de f respecto a diferentes bases en origen y destino.
Por ejemplo, sean

B =






u1 =





1
0
0



 ,u2 =





1
1
0



 ,u3 =





1
1
1










,
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y

B
′ =






v1 =





−1
0
0



 ,v2 =





0
1
0



 ,v3 =





0
1

−1










.

Para calcular [ f ]BB′ procedemos como sigue:

f (u1) =





1
0
0



=−1v1 +0v2 +0v3 ⇒ [ f (u1)]B′ =





−1
0
0



 ,

f (u2) =





1
1
0



=−1v1 +1v2 +0v3 ⇒ [ f (u2)]B′ =





−1
1
0



 ,

f (u3) =





1
0
0



=−1v1 +1v2 +0v3 ⇒ [ f (u1)]B′ =





−1
1
0



 .

Entonces

[ f ]BB′ =





−1 −1 −1
0 1 1
0 0 0



 .

Ahora consideramos la misma base en origen y destino. Tomemos la base

C =






w1 =





1
1
1



 ,w2 =





1
2
2



 ,w3 =





1
2
3










.

Tenemos que

f (w1) =





1
1
0



= 1w1 +1w2 −1w3 ⇒ [ f (w1)]B =





1
1

−1



 ,

f (w2) =





1
2
0



= 0w1 +3w2 −2w3 ⇒ [ f (w2)]B =





0
3

−2



 ,

f (w3) =





1
2
0



= 0w1 +3w2 −2w3 ⇒ [ f (w3)]B =





0
3

−2



 ,

de donde

[ f ]C =





1 0 0
1 3 3

−1 −2 −2



 .
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Si consideramos la base estándar S , es fácil ver que

[ f ]S =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

En el centro del álgebra lineal se encuentra la identificación entre la teoría
de las transformaciones lineales y la teoría de matrices. Esto se debe al siguiente
resultado, que expresa la acción de un operador lineal sobre un vector como
como el producto de una matriz por un vector columna.

Imagen de un vector como producto

Sea T : U →V una aplicación lineal, y B y B
′ bases respectivas de U y

V . Para cada u ∈U , la acción de T sobre u está dada por la multiplica-
ción matricial

[T (u)]B′ = [T ]BB′[u]B .

PRUEBA: Sean B = {u1, . . . ,un} y B
′ = {v1, . . . ,vm }. Si u =

∑n
j=1 ξ ju j , y T (u j ) =

∑m
i=1αi jv j , entonces

[u]B =








ξ1

ξ2
...
ξn








y [T ]BB′ =








α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
αm1 αm2 . . . αmn








.

Podemos escribir

T (u) = T (
n∑

j=1
ξ ju j ) =

n∑

j=1
ξ j T (u j )

=
n∑

j=1
ξ j

m∑

i=1
αi jvi =

m∑

i=1

(
n∑

j=1
αi jξ j

)

vi .

En otras palabras, las coordenadas de T (u) respecto a B
′ son los términos

∑n
j=1αi jξ j para i = 1,2, . . . ,m. Por tanto,

[T (u)]B′ =









∑n
j=1α1 jξ j

∑n
j=1α2 jξ j

...
∑n

j=1αm jξ j









=








α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
αm1 αm2 . . . αmn















ξ1

ξ2
...
ξn







= [T ]BB′[u]B .

�
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Ejemplo 4.5.4. Vamos a considerar de nuevo el ejemplo 4.5.3, con las bases

B =






u1 =





1
0
0



 ,u2 =





1
1
0



 ,u3 =





1
1
1










,

y

B
′ =






v1 =





−1
0
0



 ,v2 =





0
1
0



 ,v3 =





0
1

−1










.

Partimos de la aplicación f : R3 →R3 dada por

f





x1

x2

x3



=





x1

x2

0



 .

y del vector

u=





1
−1

1



 ∈R
3.

Nuestro objetivo es obtener [ f (u)]B′ y lo vamos a hacer de dos formas.

Método 1. El vector u no lo están dando como elemento de R3, por lo que las com-
ponentes que lo definen coinciden con sus coordenadas respecto de la
base estándar S de R3. Por otro lado, la definición de f también se basa
en la expresión de los elementos de R3 en función de la base estándar. Por
tanto, es inmediato que

f (u) =





1
−1

0





son las coordenadas de f (u) respecto de la base S . Queremos calcular
las coordenadas de este vector respecto de la base B

′. Para ello, tenemos
que resolver el sistema





−1 1 1
0 1 1
0 0 −1









x1

x2

x3



=





1
−1

0



 .

Su solución es x1 =−1, x2 =−1, x3 = 0, por lo que

[ f (u)]B′ =





−1
−1

0



 .
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Método 2. Calculamos en el ejemplo anterior que

[ f ]BB′ =





−1 −1 −1
0 1 1
0 0 0



 .

Ahora necesitamos la coordenadas de u respecto de B para aplicar la
fórmula que se ha demostrado en el teorema. Resolvemos el sistema





1 1 1
0 1 1
0 0 1









x1

x2

x3



=





1
−1

1



 ,

cuya solución es x1 = 2, x2 =−2, x3 = 1. Entonces

[ f (u)]B′ = [ f ]B,B′[u]B ,

[ f (u)]B′ =





−1 −1 −1
0 1 1
0 0 0









2
−2

1



=





−1
−1

0



 .

La relación con las operaciones matriciales va más allá.

Conexiones con el álgebra matricial

Si T,L : U → V son aplicaciones lineales, y B y B
′ son bases res-

pectivas de U y V , entonces

• [αT ]BB′ =α[T ]BB′ , para escalares α.

• [T +L]BB′ = [T ]BB′ + [L]BB′.

Si T : U → V y L : V → W , y B,B′ y B
′′ son bases respectivas de

U ,V y W , entonces L ◦T es una aplicación lineal de U en W y

[L ◦T ]BB′′ = [L]B′B′′[T ]BB′.

Si T : U → U es una aplicación lineal con inversa T −1, entonces
para toda base B de U se verifica que

[T −1]B = [T ]−1
B

.
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PRUEBA: Las tres primeras propiedades se deducen inmediatamente del resul-
tado anterior. Por ejemplo, para calcular la matriz de la composición, sea u un
vector arbitrario de U . Podemos escribir, por un lado,

[(L ◦T )(u)]B′′ = [L ◦T ]BB′′[u]B ,

y también

[(L ◦T )(u)]B′′ = [L(T (u))]B′′ = [L]B′B′′[T (u)]B′ = [L]B′B′′[T ]BB′[u]B .

Por tanto, para todo u ∈U , se tiene la igualdad

[L ◦T ]BB′′[u]B = [L]B′B′′[T ]BB′[u]B ,

lo que implica la igualdad de las matrices

[L ◦T ]BB′′ = [L]B′B′′[T ]BB′.

Para probar la referente a la inversa, observemos que si dimU = n, entonces la
matriz de la aplicación identidad respecto de cualquier base de U es la matriz
identidad In . Entonces, por la propiedad de la composición,

In = [id]B = [T ◦T −1]B = [T ]B[T −1]B ,

y esto significa que [T −1]B = [T ]−1
B

. �

Nota 4.5.5. Desde el punto de vista histórico, la composición de aplicaciones
lineales es la que dio lugar a la definición de matrices y su producto. Por ejem-
plo, consideremos transformaciones geométricas lineales en el plano que dejen
invariante el origen. Entonces son de la forma

{
x′ = ax +by,
y ′ = cx +d y,

,

{
x′′ = a′x′+b′y ′,
y ′′ = c ′x′+d ′y ′,

La composición se obtiene sustituyendo los valores de x′, y ′ en la segunda trans-
formación. Entonces queda

{
x′′ = a′(ax +by)+b′(cx +d y) = (a′a+b′c)x + (a′b +b′d)y,
y ′′ = c ′(ax +by)+d ′(cx +d y) = (c ′a+d ′c)x + (c ′b +d ′d)y.

Observemos que los coeficientes de esta transformación son los elementos de
la matriz producto

(
a′ b′

c ′ d ′

)(
a b

c d

)

.
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Ejemplo 4.5.6. Consideremos las aplicaciones lineales T : R3 →R2 y L : R2 →R2

definidas como

T





x

y

z



=
(

x + y

y − z

)

,L

(
u

v

)

=
(

2u −v

u

)

.

La composición C = L ◦T : R3 →R2 es la transformación lineal

C





x

y

z



= L

(
x + y

y − z

)

=
(

2(x + y)− (y − z)
x + y

)

=
(

2x + y + z

x + y

)

.

En forma matricial, con respecto a las bases estándar de R2 y R3, nos queda

[C ]S3S2 =
(

2 1 1
1 1 0

)

, [L]S2 =
(

2 −1
1 0

)

, y [T ]S3S2 =
(

1 1 0
0 1 −1

)

.

Es fácil ver que
[C ]S3S2 = [L]S2 [T ]S3S2 .

Por otro lado,

[L−1]S2 = [L]−1
S2

=
(

2 −1
1 0

)−1

=
(

0 1
−1 2

)

.

4.6. Cambio de base

Por su propia naturaleza, la representación matricial de una aplicación li-
neal depende de las coordenadas. Sin embargo, existen propiedades de estos
operadores que es conveniente estudiar respecto a unas bases especiales, y que
permiten determinar características intrínsecas de los mismos que son inde-
pendientes de la base elegida. En esta sección vamos a ver cómo se relacionan
las matrices con un cambio de base. Nos centraremos en lo que le ocurre a la
matriz de una endomorfismo.

Sean B = {u1,u2, . . . ,un} y B
′ = {v1,v2, . . . ,vn} bases de V . Definimos la

aplicación T : V → V dada por T (vi ) = ui . Es claro que T es invertible, pues
basta considerar T −1(ui ) = vi .

Observemos que la aplicación identidad tiene como matriz respecto a estas
bases

[id]BB′ =
(

[u1]B′ | [u2]B′ | . . . [un]B′
)

= P (B,B′),

que denominamos matriz de paso de B a B
′. Entonces, dado v ∈V ,

[v]B′ = [id(v)]B′ = [id]BB′[v]B = P (B,B′)[v]B .
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Esta expresión es la que relaciona las coordenadas del vector v con respecto a
las bases B y B

′.
La matriz P (B,B′) es no singular, pues

P (B,B′) = [T ]B′ ,

y esta aplicación es invertible. Además,

P (B,B′)−1 = P (B′,B).

Podemos resumir lo anterior en el siguiente recuadro.

Ecuaciones del cambio de base

Sean B = {u1,u2, . . . ,un} y B
′ = {v1,v2, . . . ,vn} bases de V , y considere-

mos la aplicación T : V →V definida por T (vi ) =ui . Entonces

P (B,B′) = [T ]B′ =
(

[u1]B′ | [u2]B′ | . . . [un]B′
)

se denomina matriz de paso de B a B
′, y verifica que

[v]B′ = P (B,B′)[v]B .

P (B,B′) es no singular y

(P (B,B′))−1 = P (B′,B).

Ejemplo 4.6.1. Consideremos en V =R3 las bases

B = {u1 =







1

0

0







,u2 =







1

1

0







,u3 =







1

1

1







},

B
′ = {u′

1 =







1

−1

1







,u′
2 =







1

2

2







,u′
3 =







1

3

3







}

Vamos a calcular la matriz de paso de B
′ a B. Sabemos que tiene la forma

M(B′,B) =
(

[u′
1]B [u′

2]B [u′
3]B

)

,
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por lo que tenemos que calcular las coordenadas de cada vector u′
i
, i = 1,2,3

con respecto a la base B. Esto es equivalente a encontrar los escalaresαi,βi ,γ1, i =
1,2,3 tales que

u′
1 =α1u1 +α2u2 +α3u3,

u′
2 =β1u1 +β2u2 +β3u3,

u′
3 = γ1u1 +γ2u2 +γ3u3,

que implica la resolución de tres sistemas de ecuaciones:






1

−1

1






=







1 1 1

0 1 1

0 0 1











α1

α2

α3



 ,







1

2

2






=







1 1 1

0 1 1

0 0 1











β1

β2

β3



 ,







1

3

3






=







1 1 1

0 1 1

0 0 1











γ1

γ2

γ3





Todos tienen la misma matriz de coeficientes, por lo que podemos resolverlos
de forma simultánea:







1 1 1 1 1 1

0 1 1 −1 2 3

0 0 1 1 2 3







rref−→







1 0 0 2 −1 −2

0 1 0 −2 0 0

0 0 1 1 2 3







.

Por tanto, la matriz del cambio de base de B
′ a B o matriz de paso es

M(B′,B) =







2 −1 −2

−2 0 0

1 2 3







.

Podríamos aplicar un procedimiento similar para el cálculo de la matriz del
cambio de base de B a B

′, o bien recordar que es la inversa de la matriz ante-
rior:

M(B,B′) = M(B′,B)−1 =







0 −1/2 0

3 4 2

−2 −5/2 −1







.
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Ejemplo 4.6.2. Sea A un endomorfismo de V , y sean B y B
′ dos bases de V .

Vamos a estudiar la relación entre [A]B y [A]B′ . Para cualquier vector v ∈ V se
tiene que

[A(v)]B = [A]B [v]B , [A(v)]B′ = [A]B′[v]B′ ,

y para cualquier vector w ∈V sabemos que

[w]B = P (B′,B)[w]B′ .

Aplicamos esto a los vectores v y Av. Entonces

[A(v)]B = P (B′,B)[Av]B′ = P (B′,B)[A]B′[v]B′ = P (B′,B)[A]B′P (B,B′)[v]B .

Como esto es cierto para todo vector v, se sigue que

[A]B = P (B′,B)[A]B′P (B,B′) = P−1[A]B′P,

donde P = P (B,B′) es la matriz del cambio de base de B a B
′.

Semejanza de matrices

Dos matrices Bn×n y Cn×n se dicen semejantes cuando existe una ma-
triz Q no singular tal que B =Q−1CQ.

Lo anterior indica que las matrices de un endomorfismo respecto a dife-
rentes bases son semejantes. Recíprocamente, si dos matrices son semejantes,
entonces son las matrices de una aplicación lineal respecto a diferentes bases.
Por tanto, matrices semejantes representan el mismo endomorfismo.

Ejemplo 4.6.3. Consideremos el operador lineal f : R2 →R2 definido como

f

(
x

y

)

=
(

y

−2x +3y

)

,

junto a las bases

S =
{

e1 =
(

1
0

)

,e2 =
(

0
1

)}

,B′ =
{

v1 =
(

1
1

)

,v2 =
(

1
2

)}

.

La matriz [ f ]S se obtiene a partir de

f (e1) =
(

0
−2

)

= 0e1 + (−2)e2,

f (e2) =
(

1
3

)

= 1e1 +3e2,
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luego

[ f ]S =
(

0 1
−2 3

)

.

La matriz del cambio de base es

P = P (B′,S ) =
(

[v1]S [v2]S
)

=
(

1 1
1 2

)

,

y si aplicamos la fórmula que relaciona la matriz de la aplicación f con respecto
a cada base, obtenemos

[ f ]B′ = P (S ,B′)[ f ]S P (B′,S ) = P−1[ f ]S P

=
(

2 −1
−1 1

)(
0 1

−2 3

)(
1 1
1 2

)

=
(

1 0
0 2

)

.

La nueva matriz es diagonal, mientras que la original no lo es. Esto muestra
que no siempre la base estándar es la mejor elección para dar la representación
matricial. Más adelante estudiaremos cómo buscar bases respecto de las cuales
la matriz de una aplicación lineal sea lo más sencilla posible.
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Capítulo 5

Determinantes

Al comienzo del curso hacíamos referencia al antiguo tablero chino para
contar, en el que cañas de bambú coloreadas se manipulaban de acuerdo a
ciertas reglas para resolver un sistema de ecuaciones lineales. El tablero chino
parece que se usaba por el 200 a.C., y mantuvo su mecanismo durante un mile-
nio. El tablero y las reglas para usarlo llegaron a Japón, donde Seki Kowa (1642-
1708), un gran matemático japonés, sintetizó las antiguas ideas chinas de ma-
nipulación de rectángulos. Kowa formuló el concepto de lo que hoy llamamos
determinante para facilitar la resolución de sistemas lineales. Se piensa que su
definición data de poco antes de 1683.

Alrededor de los mismos años, entre 1678 y 1693, Gottfried W. Leibniz (1646-
1716), un matemático alemán, desarrollaba su propio concepto de determi-
nante de forma independiente, junto con aplicaciones de manipulación de rec-
tángulos de números para resolver sistemas de ecuaciones lineales. El traba-
jo de Leibniz solamente trata sistemas de tres ecuaciones con tres incógnitas,
mientras que Seki Kowa dio un tratamiento general para sistemas de n ecuacio-
nes con n incógnitas. Parece que tanto Kowa como Leibniz desarrollaron lo que
se llamó posteriormente regla de Cramer, pero no en la misma forma ni nota-
ción. Estos dos hombres tuvieron algo en común: sus ideas sobre la resolución
de sistemas lineales nunca fueron adoptadas por la comunidad matemática de
su tiempo, y sus descubrimientos se desvanecieron rápidamente en el olvido.
Al final, el concepto de determinante se redescubrió, y la materia ha sido inten-
samente tratada en el periodo de 1750 a 1900. Durante el mismo, los determi-
nantes se convirtieron en la mayor herramienta usada para analizar y resolver
sistemas lineales, mientras que la teoría de matrices permanecía relativamente
poco desarrollada. Pero las matemáticas, como un río, están siempre cambian-
do su curso, y grandes afluentes se pueden secar y convertirse en riachuelos,
mientras que pequeños arroyuelos se convierten en poderosos torrentes. Esto
es precisamente lo que ocurrió con las matrices y determinantes. El estudio y
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uso de los determinantes llevó al álgebra matricial de Cayley, y hoy las matri-
ces y el álgebra lineal están en la corriente principal de la matemática aplicada,
mientras que el papel de los determinantes ha sido relegado a una zona de re-
manso, por seguir con la analogía fluvial. Sin embargo, todavía es importante
comprender qué es un determinante y aprender sus propiedades fundamenta-
les. Nuestro objetivo no es aprender determinantes por su propio interés, sino
que exploraremos aquellas propiedades que son útiles en el posterior desarro-
llo de la teoría de matrices y sus aplicaciones.

Existen varias aproximaciones para la definición del determinante de una
matriz, de las que destacamos dos vías. La primera es de tipo inductivo, en
donde el determinante de una matriz de orden n se calcula a partir de los de-
terminantes de matrices de orden n −1. La segunda se basa en una definición
directa, que precisa el concepto de permutación y de su clasificación en tipo
par o impar. Desarrollaremos ambas, con un teorema de unicidad que garanti-
za la igualdad de ambas definiciones. La elección de una forma u otra depende
del aspecto teórico en el que se quiera insistir.

5.1. Definición inductiva

Sea A una matriz de orden n con coeficientes en un anillo K . Habitualmen-
te usaremos un cuerpo K , pero también será necesario trabajar con matrices
cuyos coeficientes son polinomios. Si n = 1, entonces A = (a11) y definimos su
determinante como det(A) = a11. Si n > 1 y A = (ai j ), llamamos cofactor del
elemento ai j al número Âi j = (−1)i+ j det(Ai j ), donde Ai j es la matriz de orden
n−1 que se obtiene al eliminar la fila i-ésima y la columna j -ésima de la matriz
A. Se define entonces la función determinante como det : Mn×n (K ) → K dada
por

det(A) = a11 Â11 +a21 Â21 +·· ·+an1 Ân1,

es decir, la suma de los productos de cada elemento de la primera columna por
su cofactor correspondiente.
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Determinante: forma inductiva

Sea A = (ai j ) una matriz cuadrada de orden n.

Si n = 1, entonces det(A) = a11.

Si n > 1, entonces

det(A) = a11 Â11 +a21 Â21 +·· ·+an1 Ân1,

donde Âi j = (−1)i+ j det(Ai j ) es el cofactor del elemento ai j .

Ejemplo 5.1.1. 1. Para una matriz 2×2 se tiene

det

(
a11 a12

a21 a22

)

= a11 Â11 +a21 Â21

= a11a22 −a21a12.

2. Para la matriz identidad,

det(In) = 1 ·det(In−1),

y por inducción det(In) = 1.

3. Para una matriz 3×3 se tiene

det





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



= a11 Â11 +a21 Â21 +a31 Â31

= a11 det

(
a22 a23

a32 a33

)

−a21 det

(
a12 a13

a32 a33

)

+a31 det

(
a12 a13

a22 a23

)

= a11(a22a33 −a32a23)−a21(a12a33 +a32a13)

+a31(a12a23 −a22a13)

= a11a22a33 +a13a21a32 +a12a23a31

−a11a23a32 −a12a21a33 −a13a22a31.

Esta es la que se conoce como regla de Sarrus, que admite la siguiente
representación gráfica para los sumandos positivos y negativos:
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4. El determinante de una matriz triangular superior es el producto de sus
elementos diagonales.

Ejemplo 5.1.2.

det








1 2 3 4
0 1 2 4
2 3 4 5
2 0 1 2







= 1 ·det





1 2 4
3 4 5
0 1 2



−0 ·det





2 3 4
3 4 5
0 1 2





+2 ·det





2 3 4
1 2 4
0 1 2



−2 ·det





2 3 4
1 2 4
3 4 5





= 3−4−2 =−3.

De los ejemplos anteriores, observamos que esta forma de calcular el valor
de un determinante es muy costoso en cuanto al número de operaciones, pues
una matriz de orden n contiene n! sumandos, cada uno de ellos con un pro-
ducto de n elementos. Por ellos, vamos a estudiar qué propiedades posee esta
función que permita su evaluación de una forma más simple.

5.2. Propiedades

Lineal en las filas

La aplicación determinante es lineal en las filas.

PRUEBA:

Sea A una matriz de orden n, cuya fila Ai∗ se expresa como suma de dos
vectores fila Bi∗+Ci∗. Debemos probar que

det











A1∗
...

Bi∗+Ci∗
...

An∗











= det











A1∗
...

Bi∗
...

An∗











+det











A1∗
...

Ci∗
...

An∗











.

La prueba es por inducción sobre n. Para n = 1 no haya nada que probar.
Si n > 1, en la primera propiedad, sea A la matriz inicial, y B y C las ma-
trices que aparecen a la derecha de la igualdad. Llamemos ai j = bi j + ci j
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los elementos de la fila i-ésima de la matriz A. Es fácil ver que el cofactor
de ai 1 en la matriz A es igual a los cofactores de los elementos bi 1 y ci 1 en
las matrices B y C , respectivamente: Âi 1 = B̂i 1 = Ĉi 1. Tenemos entonces

det(A) = a11 Â11 +·· ·+ (bi 1 +ci 1)Âi 1 +·· ·+an1 Ân1.

Cada uno de los cofactores Ât1, con t 6= i es un determinante de orden
n−1 y una fila expresada como suma de otras dos. Entonces, por hipótesis
de inducción, Ât1 = B̂t1 +Ĉt1 para cada t 6= i . Obtenemos así que

det(A) = a11(B̂11 +Ĉ11)+·· ·+ (bi 1 +ci 1)Âi 1 +·· ·+an1(B̂n1 +Ĉn1)

= a11B̂11 +·· ·+bi 1B̂i 1 +·· ·+an1B̂n1

+a11Ĉ11 +·· ·+ci 1Ĉi 1 +·· ·+an1Ĉn1

= det(B)+det(C ).

Sea A una matriz cuya fila Ai∗ es el producto de un escalar por un vector
fila kBi∗. Hay que probar que

det











A1∗
...

kBi∗
...

An∗











= k det











A1∗
...

Bi∗
...

An∗











.

Aplicamos inducción sobre n. Si n = 1, es trivial. Si n > 1, llamemos C

a la matriz que aparece a la derecha de la igualdad. Entonces ai j = kbi j

y el cofactor del elemento ai 1 es igual al cofactor del elemento ci 1. Para
t 6= i , el cofactor del elemento at1 es k Ât1, por la hipótesis de inducción.
Entonces

det(A) = a11 Â11 +·· ·+kbi 1 Âi 1 +·· ·+an1 Ân1

= a11k Â11 +·· ·+kbi 1 Âi 1 +·· ·+an1 Ân1

= k det(C ).

�

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que si A tiene una fila de ce-
ros, entonces det(A) = 0; supongamos que la fila Ai∗ contiene únicamente va-
lores nulos. En tal caso, podemos sacar el factor cero y tenemos el resultado.
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Alternada

Si A es una matriz con dos filas iguales, entonces det(A) = 0. Si B es la
matriz que resulta de intercambiar dos filas de la matriz A, entonces
det(B) =−det(A).

PRUEBA:

Paso 1. Las filas iguales de la matriz A son consecutivas. Hacemos la prue-
ba por inducción. Para n = 2 es una sencilla comprobación. Supongamos
entonces n > 2. Si las filas iguales son Ai∗ y Ai+1∗, entonces ai 1 = ai+1,1 y

det(A) = a11 Â11 +·· ·+ai 1 Âi 1 +ai 1 Âi+1,1 +·· ·+an1 Ân1.

Para t 6= i , el cofactor Âti corresponde a una matriz de orden n − 1 con
dos filas iguales, por lo que Âti = 0 para t 6= i . Por otro lado,

Âi 1 = (−1)i+1 det(Ai 1), Âi+1,1 = (−1)i+2 det(Ai+1,1),

y las matrices Ai 1 y Ai+1,1 son iguales. En consecuencia, Âi 1 = −Âi+1,1 y
det(A) = 0.

Paso 2. Intercambio de dos filas consecutivas. Por el paso 1, sabemos que

0 = det













A1∗
...

Ai∗+ Ai+1,∗
Ai∗+ Ai+1,∗

...
An∗













= det













A1∗
...

Ai∗
Ai∗

...
An∗













+det













A1∗
...

Ai∗
Ai+1,∗

...
An∗













+det













A1∗
...

Ai+1,∗
Ai+1,∗

...
An∗













+det













A1∗
...

Ai+1,∗
Ai∗

...
An∗













= 0+det(A)+0+det(B),

donde B es la matriz que se obtiene a partir de A por el intercambio de la
fila i con la fila i +1. Por tanto, det(B) =−det(A).
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Paso 3. Las filas iguales de la matriz A no son necesariamente consecu-
tivas. Supongamos que la matriz A tiene iguales las filas Ai∗ y At∗. Por el
paso 2, podemos realizar intercambios de filas hasta que sean consecuti-
vas. Cada intercambio supone una alteración del signo del determinante,
pero el resultado final es una matriz con determinante nulo, por el paso
1.

Paso 4. Intercambio de dos filas. Se procede de igual manera que en el
paso 2.

�

Una consecuencia de lo anterior es que el determinante de una matriz A no
cambia si una fila At∗ es sustituida por At∗+k Ai∗, donde k es un escalar y t 6= i .
En efecto,

det
















A1∗
...

At∗+k Ai∗
...

Ai∗
...

An∗
















= det













A1∗
...

At∗
...

Ai∗
An∗













+det













A1∗
...

k Ai∗
Ai∗

...
An∗













= det(A)+k det
















A1∗
...

Ai∗
...

Ai∗
...

An∗
















= det(A),

pues la última matriz tiene dos filas iguales.

Estas propiedades se pueden expresar en términos de las acciones de las
matrices elementales.
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Efecto de las transformaciones elementales

Sea A una matriz de orden n. Entonces

det(Pi j A) =−det(A) si Pi j es una matriz de permutación.

det(Ti (α)A) =αdet(A) si α ∈ K .

det(Ti j (α)A) = det(A) si α ∈ K .

Si tomamos A = In, entonces

det(Pi j ) =−1.

det(Ti (α)) =α.

det(Ti j (α)) = 1.

En resumen, si E es una matriz elemental, entonces det(E A) =
det(E )det(A).

Cuando hablamos del cálculo de la inversa de una matriz, decíamos que
las matrices que la poseen se denominan no singulares. Esta nomenclatura es
clásica y está asociada al valor del determinante de la matriz.

Existencia de inversa y determinante

Sea K un cuerpo y A ∈Mn×n(K ). Entonces A tiene inversa si y solamen-
te si det(A) 6= 0.

PRUEBA: Supongamos que A tiene inversa. Entonces A es producto de matrices
elementales A = E1 ·Ek y

det(A) = det(E1 · · ·Ek−1Ek) = det(E1 · · ·Ek−1)det(Ek ) = ·· · = det(E1) · · ·det(Ek ) 6= 0,

pues las matrices elementales tienen determinante no nulo. Recíprocamente,
supongamos que A no tiene inversa. En tal caso, su forma escalonada reducida
por filas E A tiene una fila de ceros, y E A = E1 · · ·Ek A, con Ei matrices elementa-
les. Entonces

0 = det(E A) = det(E1 · · ·Ek)det(A).

La matriz E1 · · ·Ek tiene inversa, por lo que su determinante es no nulo, de don-
de det(A) = 0. �
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Las matrices con determinante nulo se denominan singulares. Suponga-
mos que A es una matriz cuadrada de orden n singular. Entonces A no tiene
inversa, por lo que rango(A) < n. Esto implica que una columna de A se expre-
sa como combinación lineal de las restantes.

Otra importante propiedad de la función determinante es su relación con
el producto de matrices cuadradas.

Producto de matrices y determinante

Si A y B son matrices cuadradas, entonces det(AB) =
det(A)det(B).

det

(
A B

0 D

)

= det(A)det(D) si A y D son cuadradas.

PRUEBA:

Supongamos que A es singular. Entonces det(A) = 0, y además sabemos
que A = E1 · · ·EkE A, donde E1, . . . ,Ek son matrices elementales y E A es la
forma escalonada reducida por filas de A, que tiene una fila de ceros (al
menos la última). Pero en este caso la última fila de E AB también es de
ceros, luego det(E AB) = 0. Por tanto

det(AB) = det(E1 · · ·EkE AB) = det(E1) · · ·det(Ek )det(E AB) = 0

= det(A)det(B).

Si A es no singular, entonces A = E1E2 . . .Ek es producto de matrices ele-
mentales. Sabemos que la regla del producto es válida para estas matri-
ces, por lo que

det(AB) = det(E1E2 . . . EkB) = det(E1)det(E2) . . .det(Ek)det(B)

= det(E1E2 . . . Ek)det(B) = det(A)det(B).

Veamos ahora la segunda parte. Existen PA y PD matrices no singulares,
producto de elementales, tales que A = PAE A y D = PD ED , las respectivas
formas escalonadas reducidas por filas. Tenemos la siguiente identidad:

(
A B

0 D

)

=
(

PA 0

0 PD

)(
E A P−1

A B

0 ED

)

.
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Si A es singular, entonces E A contiene columnas proporcionales, y la se-
gunda matriz de la derecha también, por lo que es singular, y

det

(
A B

0 D

)

= 0 = det(A)det(D).

Análogamente, si D es singular, la segunda matriz de la derecha contiene
ahora una fila de ceros, y entonces también es singular. Si ninguna es
singular, entonces E A = Ir ,ED = Is , y det(A) = det(PA),det(D) = det(PD ),
con

det

(
A B

0 D

)

= det

(
PA 0

0 PD

)

det

(
Ir P−1

A B

0 Is

)

.

La segunda matriz de la derecha es triangular, con determinante igual a 1.
Si PA = E1 . . .Ek y PD = F1 . . .Fl , la primera matriz de la derecha se puede
escribir como

(
PA 0

0 PD

)

=
(

E1

I

)

. . .

(
Ek

I

)

(
I

F1

)

. . .

(
I

Fl

)

.

Todos estos factores son matrices elementales, y se puede aplicar la regla
del producto. Por tanto, tenemos el resultado.

�

Por último, el tratamiento que hemos hecho por filas se puede hacer por
columnas.

Matriz traspuesta y determinante

Sea A una matriz cuadrada. Entonces det(A) = det(At ).

PRUEBA: Si A es singular, entonces At es singular, de donde det(A) = 0= det(At ).
Si A no es singular, entonces podemos expresar A como producto de matrices
elementales A = E1 · · ·Ek , de donde At = E t

k
· · ·E t

1 es producto de matrices ele-
mentales. Para cada matriz elemental se tiene que det(Ei ) = det(E t

i
), por lo que

det(A) = det(At ). �

El resultado anterior permite extender las propiedades anteriores a las co-
lumnas de una matriz.
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Extensión de propiedades a las columnas

La aplicación determinante es lineal en las columnas.

Si A es una matriz con dos columnas iguales, entonces det(A) = 0.
Si B es la matriz que resulta de intercambiar dos columnas de la
matriz A, entonces det(B) =−det(A).

det(APi j ) =−det(A) si Pi j es una matriz de permutación.

det(ATi (α)) =αdet(A) si α ∈ K .

det(ATi j (α)) = det(A) si α ∈K .

El determinante de una matriz se puede obtener mediante el
desarrollo por cualquiera de sus filas o columnas:

det(A) = ai 1 Âi 1 +ai 2 Âi 2 +·· ·+ai n Âi n

= a1 j Â1 j +a2 j Â2 j +·· ·+an j Ân j .

PRUEBA: Solamente hay que hacer un pequeño razonamiento para la última
propiedad. Si A = (ai j ) y B es la matriz que se obtiene al intercambiar la primera
columna con la columna j -ésima, entonces

B =








a1 j a12 · · · a11 · · · a1n

a2 j a22 · · · a21 · · · a2n
...

...
. . .

...
...

an j an2 cdot s an1 · · · ann








y det(B) =−det(A).

Por la definición,

det(B) = a1 j B̂11 +a2 j B̂21 +·· ·+an j B̂n1,

y los cofactores de B verifican que B̂k1 =−Âk j para todo j = 1, . . . ,n. Por tanto,

det(B) =−a1 j Â1 j −a2 j Â2 j −·· ·−an j Ân j ,

y al igualar con −det(A) tenemos el resultado. Para las filas, usamos la igualdad
del determinante con el de la matriz traspuesta. �

Nota 5.2.1. Habíamos visto que si det(A) = 0, entonces una columna de A es
combinación lineal de las restantes. De forma análoga, si det(A) = 0, también
una fila de A es combinación lineal de las restantes.
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5.3. Rango y determinantes

En esta sección veremos cómo el rango de una matriz cualquiera puede cal-
cularse usando determinantes. Para ello necesitamos las siguientes definicio-
nes

Submatrices

Sea A una matriz de orden m × n y elegimos un subconjunto I ⊂
{1, . . . ,m}, y un subconjunto J ∈ {1, . . . ,n}. Se defina la submatriz de A

determinada por I y J como la matriz [A]I ,J cuyas entradas son las en-
tradas [A]i j de A tales que i ∈ I y j ∈ J . En otras palabras, es la matriz
que se obtiene de A al eliminar las filas que no están en I , y las colum-
nas que no están en J .

Ejemplo 5.3.1. 1. En la definición de cofactor asociado al elemento ai j de
una matriz cuadrada A tomábamos la submatriz que se obtenía al elimi-
nar la fila i y la columna j de la matriz, que se obtiene con I = {1, . . . ,n}−
{i }, J = {1, . . . ,n}− { j }.

2. En la matriz

A =





1 −1 0 2
2 −1 1 −1
0 0 1 0



 ,

la submatriz de A que se obtiene para I = {1,3}, J = {3,4} es

[A]I ,J =
(

0 2
1 0

)

.

Menores

Dada una matriz A, m ×n, los menores de A son los determinantes de
las submatrices cuadradas de A. Es decir, los escalares

mI ,J = det([A]I ,J ),

donde I ⊂ {1, . . . ,m} y J ⊂ {1, . . . ,n} son dos conjuntos con el mismo nú-
mero de elementos.

Diremos que mI ,J es un menor de orden s si la submatriz [A]I ,J tiene
orden s × s, es decir, si I y J tienen s elementos.
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Ejemplo 5.3.2. En la matriz

A =





1 −1 0 2
2 −1 1 −1
0 0 1 0



 ,

para I = {1,3}, J = {3,4} se obtiene el menor de orden 2

det

(
0 2
1 0

)

=−2.

Recordemos que el rango de una matriz A es igual al número de columnas
básicas, o al número de filas distintas de cero de cualquier forma escalonada,
en particular de su forma escalonada reducida por filas. Con respecto a las sub-
matrices, el rango se comporta de la siguiente manera:

Rango y submatrices

Si [A]I ,J es una submatriz de A, entonces rango([A]I ,J ) ≤ rango(A).

PRUEBA: Supongamos que A es una matriz de orden m ×n y rango r . Sa-
bemos que una serie de operaciones elementales por filas transforman A en
E A, su forma escalonada reducida por filas. Si llamamos M = {1, . . . ,m}, pode-
mos considerar la submatriz [A]M ,J , que estará formada por algunas colum-
nas de A. Si aplicamos a [A]M ,J las mismas operaciones elementales, obten-
dremos las columnas correspondientes de la matriz E , es decir, obtendremos
una matriz que tendrá a lo más r filas no nulas. Esto implica que la forma
escalonada reducida por filas de [A]M ,J tiene a lo más r filas no nulas, luego
rango(AM ,J ) ≤ r = rango(A).

Hemos probado entonces que, dada una matriz A de rango r , toda sub-
matriz formada por columnas completas de A tiene a lo sumo rango r . Pero
observemos que ([A]I ,J )t es una submatriz de ([A]M ,J )t formada por columnas
completas, luego

rango([A]I ,J ) = rango(([A]I ,J )t ) ≤ rango(([A]M ,J )t ) = rango([A]M ,J ) ≤ rango(A),

como queríamos demostrar. �

Veamos que existe otra definición de rango, a partir de los menores de una
matriz A.

Álgebra Lineal 163



Depto. de Álgebra

Rango y menores

El rango de A es igual al mayor orden alcanzado por los menores no
nulos de A. Es decir, rango(A) = r si y sólo si:

Existe un menor mI ,J 6= 0 de orden r .

Todos los menores de A de orden mayor que r son nulos.

PRUEBA: Supongamos que A es una matriz de orden m×n, que tiene rango
r . Sabemos que hay unas operaciones elementales por filas que transforman A

en su forma escalonada reducida por filas E .

Sean p1, . . . , pr las columnas básicas de A, y definamos J = {p1, . . . , pr } y M =
{1, . . . ,m}. La submatriz [A]M ,J está formada por las columnas básicas de A. Si
aplicamos a [A]M ,J las mismas operaciones elementales que a A, obtendremos
las columnas básicas de E , es decir, una matriz m × r cuyas primeras r filas
forman la matriz identidad, y las restantes m − r filas son de ceros. Como esta
matriz es una reducida por filas con r pivotes, [A]M ,J tiene rango r .

Consideremos ahora ([A]M ,J )t . Sabemos que también tiene rango r , luego
el mismo argumento anterior nos dice que tomando sus columnas básicas ob-
tenemos una matriz de rango r . Sean q1, . . . , qr sus columnas básicas. Obser-
vemos que tomar las columnas q1, . . . , qr de ([A]M ,J )t es lo mismo que definir
I = {q1, . . . , qr } y considerar la matriz ([A]I ,J )t . Esta matriz tendrá entonces ran-
go r , luego la matriz [A]I ,J también lo tendrá. Pero entonces AI ,J es una subma-
triz de A, de orden r ×r y rango r , luego su determinante es distinto de cero. Es
decir, el menor mI ,J , de orden r , es no nulo.

Consideremos ahora un menor mI ′,J ′ de orden k > r . Como una submatriz
no puede tener mayor rango que la matriz original, [A]I ′,J ′ es una matriz de
orden k ×k y rango menor o igual a r < k, luego su determinante debe ser cero.
Es decir, mI ′,J ′ = 0.

Hemos demostrado entonces que para todo r , una matriz de rango r admite
un menor no nulo de orden r , y todos sus menores de orden mayor que r son
nulos. Por tanto, el mayor orden alcanzado por los menores no nulos de A es
igual al rango de A, como queríamos demostrar. �

Más adelante veremos que para calcular el rango de una matriz usando me-
nores, no es necesario ver que se anulan todos los menores de un cierto orden.
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5.4. Método del orlado

Recordemos que el rango de una matriz A es r si y sólo si existe un menor
no nulo de orden r , y todos los menores de orden mayor que r son nulos. En
principio, paras demostrar que una matriz tiene rango r habría que encontrar
un menor no nulo de orden r , y calcular todos los menores de orden r +1 para
ver que se anulan. En esta sección veremos que esto no es necesario. Si encon-
tramos una submatriz cuadrada M de A tal que det(M) 6= 0, y vemos que se
anulan todos los menores de orden r +1 que corresponden a submatrices de A

que contienen a M , entonces rango(A) = r .

Teorema principal del método del orlado

Sea A una matriz m×n con un menor no nulo de orden r , es decir, con
una submatriz cuadrada M de orden r tal que det(M) 6= 0. Supongamos
que todas las submatrices cuadradas de orden r +1 que contienen a M

tienen determinante 0. Entonces rango(A) = r .

PRUEBA: Observemos que intercambiar filas o columnas de una matriz no
cambia su rango, ni el hecho de que sus menores de un cierto orden sean o no
sean todos nulos. Por tanto, podemos suponer que la submatriz M está forma-
da por las primeras r filas y columnas de A. Es decir, podremos escribir A de la
forma:

A =
(

M A1

A2 A3

)

.

Estamos suponiendo que det(M) 6= 0, luego existe su inversa M−1, y podemos
considerar el siguiente producto:

(
M−1 0

−A2M−1 Im−r

)(
M A1

A2 A3

)

=
(

Ir M−1 A1

0 −A2M−1 A1 + A3

)

.

La igualdad anterior es de la forma PA = B , donde P es una matriz cuadrada
m ×m tal que det(P ) = det(M−1) 6= 0. Por tanto, rango(A) = rango(B), y sólo
tenemos que probar que rango(B) = r . Bastará demostrar que −A2M−1 A1 + A3

es la matriz nula, es decir, que A2M−1 A1 = A3.
La fila i de la matriz A2M−1 A1 es [A2M−1 A1]i∗ = [A2]i∗M−1 A1, y la columna

j de esta fila, es decir, el elemento (i , j ) de la matriz A2M−1 A1 es

[A2M−1 A1]i j = [[A2]i∗M−1 A1]∗ j = [A2]i∗M−1[A1]∗ j .
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Por tanto, tenemos que demostrar que

[A2]i∗M−1[A1]∗ j = [A3]i j

para todo i = 1, . . . ,m − r y para todo j = 1, . . . ,n − r .
Ahora consideremos la submatriz de A formada por las filas 1, . . . ,r y r + i , y

por las columnas 1, . . . ,r y r + j . Es la siguiente:

(
M [A1]∗ j

[A2]i∗ [A3]i j

)

.

Como esta submatriz es cuadrada de orden r +1 y contiene a M , tiene determi-
nante cero. Observemos que se tiene siguiente producto:

(
M−1 0

−[A2]i∗M−1 1

)(
M [A1]∗ j

[A2]i∗ [A3]i j

)

=
(

Ir M−1[A1]∗ j

0 −[A2]i∗M−1[A1]∗ j + [A3]i j

)

.

Llamemos P , Q y R a las matrices que aparecen en esta fórmula. Tenemos en-
tonces PQ = R . Por hipótesis det(Q) = 0, y por otra parte el determinante de
R es claramente −[A2]i∗ M−1 [A1]∗ j + [A3]i j . Por tanto, −[A2]i∗ M−1 [A1]∗ j +
[A3]i j = det(R) = det(P )det(Q) = det(P ) ·0 = 0.

Luego [A2]i∗M−1[A1]∗ j = [A3]i j , como queríamos demostrar. �

A partir de este resultado, el método del orlado para calcular el rango de
una matriz A es el siguiente. Por abuso del lenguaje, diremos que un menor
det(M ′) contiene a det(M) si M es una submatriz de M ′.

Método del orlado

Sea A una matriz m ×n. El método del orlado para calcular el rango de
A es como sigue. Si A = 0, entonces rango(A) = 0. En caso contrario, to-
mamos un menor det(M) de orden r no nulo. Se realizan los siguientes
pasos:

1. Halle, si existe, un menor no nulo de orden r +1 que contenga a
M .

2. Si no lo hay, rango(A) = r .

3. Si lo hay, repetir el paso 1 aumentando r una unidad, y reempla-
zando M por el menor encontrado.
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Ejemplo 5.4.1. Consideremos la matriz

A =





3 6 5 9
1 1 2 4
1 −2 3 7



 .

El menor de A asociado a las dos primeras filas y las dos primeras columnas es

M = det

(
3 6
1 1

)

=−3 6= 0.

Realicemos el orlado de esta submatriz con la tercera fila:

M1 = det





3 6 5
1 1 2
1 −2 3



= 0,

M2 = det





3 6 9
1 1 4
1 −2 7



= 0.

Por tanto, rango(A) = 2.

5.5. Regla de Cramer

Figura 5.1: Gabriel Cramer, (1704-1752)
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Regla de Cramer

Sea An×nx = b un sistema con A matriz no singular y u su solución.
Entonces la i-ésima componente ui del vector u verifica que

xi =
det(Ai )

det(A)
,

donde Ai =
(

A∗1 . . . A∗i−1 b A∗i+1 . . . A∗n

)

. Esto es, Ai es la
matriz que se obtiene de A cambiando la columna A∗i por b.

PRUEBA: Consideremos las matrices Ii (u), i = 1, . . . ,n, que se obtienen al sus-
tituir la columna i-ésima de la matriz identidad I por el vector u. Si Au= b, la
definición de multiplicación de matrices implica que

A · Ii (u) = A
(
e1 . . . u . . . en

)

=
(

Ae1 . . . Au . . . Aen

)

=
(

A∗1 . . . b . . . A∗n

)

= Ai .

Por la propiedad multiplicativa de los determinantes,

det(A)det(Ii (u)) = det(Ai ).

Observemos que det(Ii (u)) = ui , pues basta realizar el desarrollo del determi-
nante por la i-ésima fila. De aquí, det(A) ·ui = det(Ai ) y tenemos el resultado
por el carácter no singular de A.

�

La regla de Cramer tiene únicamente un interés teórico, pues no se aplica en
cálculo numérico.

Ejemplo 5.5.1. Consideremos el sistema Ax= b, con

A =





1 4 5
4 18 26
3 16 30



 ,b=





6
0

−6



 .
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Según la regla de Cramer,

x1 =
det(A1)

det(A)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 4 5

0 18 26

−6 16 30

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
=

660

6
= 110,

x2 =
det(A2)

det(A)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 6 5

4 0 26

3 −6 30

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
=

−216

6
=−36,

x3 =
det(A3)

det(A)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 4 6

4 18 0

3 16 −6

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
=

48

6
= 8.

5.6. Cofactores y matriz inversa

Recordemos que el cofactor de An×n asociado con la posición (i , j ) se define
como

Âi j = (−1)i+ j det(Ai j ),

donde Ai j es la submatriz de orden n − 1 que se obtiene borrando la fila i-
ésima y la columna j -ésima de la matriz A. La matriz de cofactores se notará
por Â = (Âi j ).

Ejemplo 5.6.1. Los cofactores de la matriz

A =





1 4 5
4 18 26
3 16 30
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son

Â11 = (−1)2 det

(
18 26

16 30

)

= 124,

Â12 = (−1)3 det

[
4 26

3 30

]

=−42,

Â13 = (−1)4 det

[
4 18

3 16

]

= 10,

...

Â33 = (−1)6 det

[
1 4

4 18

]

= 2.

La matriz de cofactores es igual entonces a

Â =







124 −42 10

−40 15 −4

14 −6 2







.

Inversa y matriz adjunta

Se define la matriz adjunta de An×n como Adj(A) = Ât , la traspuesta de
la matriz de cofactores. Si A es no singular, entonces

A−1 =
Adj(A)

det(A)
.

PRUEBA: El elemento [A−1]i j es la i-ésima componente de la solución del sis-
tema Ax= e j , donde e j es el j -ésimo vector de la base estándar. Por la regla de
Cramer,

[A−1]i j = xi =
det(Ai )

det(A)
,
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donde Ai es la matriz que se obtiene al cambiar la columna i-ésima de A por
e j , y el desarrollo de det(Ai ) por la columna i-ésima implica que

det(Ai ) = det











a11 . . . 0 . . . a1n
...

...
...

a j 1 . . . 1 . . . a j n
...

...
...

an1 . . . 0 . . . ann











= Â j i .

↑
columna i

�

Ejemplo 5.6.2. El cálculo de la inversa de la matriz del ejemplo 5.6.1

A =







1 4 5

4 18 26

3 16 30







mediante la matriz adjunta

Adj(A) = Ât =







124 −40 14

−42 15 −6

10 −4 2







nos da

A−1 =
Adj(A)

det(A)
=

1

6







124 −40 14

−42 15 −6

10 −4 2






=







62
3 −20

3 7/3

−7 5/2 −1

5/3 −2/3 1/3







.

5.7. Determinantes y permutaciones

Denotaremos Sn al conjunto de las permutaciones de un conjunto de n ele-
mentos, es decir, al conjunto de las aplicaciones biyectivas

σ : {1, . . . ,n} −→ {1, . . . ,n}.

Dada una permutación σ ∈ Sn , una de las características de σ que va a tener
más importancia en este tema será su número de inversiones, ni (σ), que es el
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número de pares (i , j ) tales que i < j y σ(i ) >σ( j ). Hay una forma gráfica muy
útil para describir el número de inversiones de σ: Si disponemos dos copias del
conjunto {1, . . . ,n}, donde los números están alineados verticalmente como en
el ejemplo de la figura 5.2, la permutación σ viene representada por n segmen-
tos, o líneas, que unen el elemento i de la primera copia al elemento σ(i ) de la
segunda. Es claro que ni (σ) es simplemente el número de cruces (interseccio-
nes) que aparecen en esta representación. (Nota: se debe evitar que más de dos
rectas se corten en el mismo punto, para poder contar los cruces de forma más
clara.)

Figura 5.2: Ejemplo de permutaciones σ,τ ∈ S5 tales que ni (σ) = 5, ni (τ) = 4 y
ni (τ◦σ) = 7.

A partir de ni (σ), se obtiene el signo (o la paridad) de la permutación σ,
dado simplemente por la fórmula:

sg (σ)= (−1)ni (σ).

Observemos que sg (σ) = 1 si ni (σ) es un número par, y sg (σ) = −1 si ni (σ) es
un número impar. En el primer caso diremos que σ es una permutación par,
mientras que en el segundo diremos que σ es una permutación impar.

Composición de permutaciones y signo

La composición de dos permutaciones pares, o de dos permutaciones
impares, es una permutación par. La composición de una permutación
par y una impar, es una permutación impar.

PRUEBA: Sean σ,τ ∈ Sn dos permutaciones, que representaremos gráfica-
mente de forma consecutiva, como en la figura 5.2. Observemos que la compo-
sición τ◦σ se obtiene siguiendo las líneas desde la primera copia de {1, . . . ,n} a
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la tercera. Un par (i , j ) será una inversión de τ◦σ si las líneas correspondientes
se cruzan una sóla vez (o bien en σ o bien en τ). Por el contrario, (i , j ) no será
una inversión de τ◦σ si las líneas correspondientes no se cruzan, o si se cruzan
dos veces (los dos cruces marcados en la figura 5.2). Si llamamos m al número
de pares (i , j ) tales que sus líneas correspondientes se cruzan dos veces, este
argumento nos dice que ni (τ ◦σ) = ni (σ)+ni (τ)−2m. De aquí se deduce in-
mediatamente el resultado sobre la paridad de τ◦σ. �

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es la siguiente propie-
dad:

Permutación inversa y signo

Dada σ∈ Sn , se tiene sg (σ)= sg (σ−1).

PRUEBA: Al ser σ−1 ◦σ = Id una permutación par (la identidad es la única
permutación sin inversiones), el resultado anterior implica que σ y σ−1 tienen
la misma paridad. �

Más adelante necesitaremos algún que otro resultado sobre permutaciones,
pero ahora ya podemos dar la definición principal de este tema.

Determinante por permutaciones

Sea A una matriz cuadrada de orden n ×n. Se define el determinante
por permutaciones de A, denotado |A|, como:

|A| =
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [A]1σ(1)[A]2σ(2) · · · [A]nσ(n) .

Observemos que |A| es una suma de n! términos, puesto que hay un tér-
mino por cada permutación de Sn . Cada sumando contiene un producto de la
forma a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n). Estos n escalares son n entradas de la matriz A que
están en n filas distintas, y también en n columnas distintas. Recíprocamente,
si elegimos n entradas de A que estén en filas distintas y en columnas distintas,
el producto de esos n escalares aparecerá en uno de los sumandos que definen
|A|: la permutación correspondiente será la que asocia, a cada fila, la columna
donde está la entrada elegida. Por tanto, |A| es la suma de todos estos posibles
productos, cada uno de ellos con un signo determinado por la permutación
correspondiente.
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Ejemplo 5.7.1. Si A es una matriz de orden 2×2, sólo hay dos permutaciones
posibles en S2, la identidad y la que permuta los elementos 1 y 2. La primera es
par, y da lugar al sumando a11a22. La segunda es impar, y da lugar al sumando
−a12a21. Por tanto, en el caso n = 2, tenemos la conocida fórmula:

∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣= a11a22 −a12a21.

Ejemplo 5.7.2. Si A es una matriz de orden 3×3, y como hay 6 permutaciones
en S3, la fórmula que define |A| consta de 6 sumandos, tres de ellos pares y tres
impares. Concretamente:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32

−a11a23a32 −a12a21a33 −a13a22a31.

Dos resultados inmediatos son los siguientes. No necesitamos dar la de-
mostración, al ser evidentes a partir de la definición del determinante.

Fila o columna de ceros

Si una matriz cuadrada A tiene una fila o una columna de ceros, enton-
ces |A| = 0.

Determinante de la matriz identidad

Si I es la matriz identidad de orden n ×n, entonces |I | = 1.

5.7.1. Efecto por trasposición y operaciones elementales

Veamos ahora el efecto que producen las operaciones elementales por filas
en el determinante de una matriz.

Determinante y operaciones elementales de tipo I

Si la matriz cuadrada B se obtiene de A al intercambiar dos filas (o dos
columnas), entonces:

|B | = −|A|.
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PRUEBA: Supongamos que B se obtiene de A al intercambiar las filas i y j ,
con i < j . Tendremos:

|B | =
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · · [B]iσ(i ) · · · [B] jσ( j ) · · · [B]nσ(n)

=
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [A]1σ(1) · · · [A] jσ(i ) · · · [A]iσ( j ) · · · [A]nσ(n)

=
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [A]1σ(1) · · · [A]iσ( j ) · · · [A] jσ(i ) · · · [A]nσ(n) .

Si llamamos τ a la permutación (llamada trasposición) que intercambia los ele-
mentos i y j , dejando invariantes los demás, se tiene:

|B | =
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [A]1σ(τ(1)) · · · [A]iσ(τ(i )) · · · [A] jσ(τ( j )) · · · [A]nσ(τ(n)) .

Ahora observemos que una trasposición siempre es impar, como se puede ver
en su representación gráfica: hay j − i − 1 líneas que empiezan entre i y j , y
todas ellas se cruzan con las líneas i y j ; además tenemos el cruce de la línea
i con la línea j , y no hay ningún otro cruce. Por tanto, ni (τ) = 2( j − i −1)+1,
luego τ es impar. Esto implica que sg (σ)=−sg (σ◦τ), y así tenemos:

|B | =
∑

σ∈Sn

−sg (σ◦τ) · [A]1σ(τ(1)) · · · [A]iσ(τ(i )) · · · [A] jσ(τ( j )) · · · [A]nσ(τ(n))

= −
∑

σ∈Sn

sg (σ◦τ) · [A]1σ(τ(1)) · · · [A]iσ(τ(i )) · · · [A] jσ(τ( j )) · · · [A]nσ(τ(n)).

El conjunto de las permutaciones σ◦τ cuando σ ∈ Sn es, de nuevo, el conjunto
Sn de todas las permutaciones. Luego en este sumatorio σ◦τ toma como valor
todas las posibles permutaciones y la suma da precisamente |A|. Por tanto se
obtiene |B | = −|A|, como queríamos demostrar.

Supongamos ahora que B se obtiene de A al permutar dos columnas. En
este caso B t se obtiene de At al permutar dos filas, luego |B | = |B t | = −|At | =
−|A|. �

Un corolario inmediato de este resultado es el siguiente:

Determinante de matrices con filas o columnas iguales

Si A es una matriz cuadrada con dos filas o dos columnas iguales, en-
tonces

|A| = 0.
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PRUEBA: En este caso, A se obtiene de sí misma al intercambiar dos filas o
dos columnas (aquellas que son iguales). Por tanto, |A| = −|A|, luego |A| = 0. �

Nota 5.7.3. En la demostración anterior, hemos supuesto que 2 6= 0 en el cuerpo
k. En efecto, |A| = −|A| es equivalente 2|A| = 0, que implica |A| = 0 siempre que
2 6= 0. Hay cuerpos en los que esto no ocurre (por ejemplo Z/Z2), aunque inclu-
so en este caso el resultado sigue siendo cierto. Un buen ejercicio es demostrar
este resultado directamente con la definición de determinante. En concreto,
supongamos que Ai∗ = A j∗, con i 6= j . Entonces para 1 ≤ k ≤ n tenemos que
ai k = a j k . Si σ ∈ Sn , sea σ′ =σ◦ (i j ). Vamos a probar que

a1σ(1) · · ·anσ(n) = a1σ′(1) · · ·anσ′(n).

Esto se verifica porque σ(k) = σ′(k) si k 6= i , j , de donde akσ(k) = akσ′(k), mien-
tras que σ′(i ) = σ( j ) y σ′( j ) = σ(i ), por lo que aiσ′(i ) = aiσ( j ) = a jσ( j ) y a jσ′( j ) =
a jσ(i ) = aiσ(i ).

Pero sg (σ′) =−sg (σ), luego

sg (σ)a1σ(1) · · ·anσ(n) + sg (σ′)a1σ′(1) · · ·anσ′(n) = 0.

La aplicación σ 7→σ′ establece una correspondencia biyectiva entre las permu-
taciones pares e impares de Sn , por lo que

|A| =
∑

σ∈Sn

sg (σ)a1σ(1) · · ·anσ(n)

=
∑

sg (σ)=1
(sg (σ)a1σ(1) · · ·anσ(n) + sg (σ′)a1σ′(1) · · ·anσ′(n))

= 0.

Observemos que la prueba es independiente de la característica del cuerpo.

Para estudiar el efecto que una operación elemental de tipo II o III induce en
el determinante de una matriz, veremos un resultado más general, que incluye
a ambos.
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Determinante y combinaciones lineales de filas

Sean B , A1, . . . , At matrices n ×n tales que:

La fila i de B es una combinación lineal de las filas i de A1, . . . , At ,
es decir, existen unos escalares α1, . . . ,αt tales que

[B]i∗ =α1[A1]i∗+·· ·αt [At ]i∗.

Para todo k 6= i , las filas k de B , A1, . . . , At son todas iguales.

Entonces
|B | =α1|A1|+ · · ·+αt |At |.

PRUEBA: Para todo k 6= i , sabemos que la entrada (k, j ) de cualquiera de
las matrices estudiadas es [B]k, j . Para la fila i , denotaremos [Am]i , j a la entrada
(i , j ) de la matriz Am , para m = 1, . . . , t . Entonces tenemos [B]i , j = α1[A1]i , j +
·· ·+αt [At ]i , j , para todo j = 1, . . . ,n.

La fórmula del determinante de A queda:

|B | =
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · · [B]iσ(i ) · · · [B]nσ(n)

=
∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · ·
(

α1[A1]iσ(i ) +·· ·+αt [At ]iσ(i )
)

· · · [B]nσ(n)

=
(

∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · · (α1[A1]iσ(i )) · · · [B]nσ(n)

)

+·· ·

· · ·+
(

∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · ·(αt [At ]iσ(i )) · · · [B]nσ(n)

)

= α1

(

∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · · [A1]iσ(i ) · · · [B]nσ(n)

)

+·· ·

· · ·+αt

(

∑

σ∈Sn

sg (σ) · [B]1σ(1) · · · [At ]iσ(i ) · · · [B]nσ(n)

)

= α1|A1|+ · · ·αt |At |,

como queríamos demostrar. �

Ejemplo 5.7.4. A partir de la combinación lineal (2, 3, −1) = 2(1, 5, 1)+(−1)(0, 7, 3),
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se deduce la igualdad:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

13 57 36
2 3 −1

248 504 311

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

13 57 36
1 5 1

248 504 311

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (−1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

13 57 36
0 7 3

248 504 311

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Determinante y operaciones elementales de tipo II

Si la matriz cuadrada B se obtiene de A al multiplicar una fila (o colum-
na) por un escalar α, entonces:

|B | =α|A|.

PRUEBA: Inmediato a partir de los resultados anteriores, tomando t = 1,
α1 =α y A1 = A. �

Determinante y operaciones elementales de tipo III

Si la matriz cuadrada B se obtiene de A al sumar a una fila (o columna)
un múltiplo de otra, entonces:

|B | = |A|.

PRUEBA: Supongamos que B se obtiene de A al sumar, a la fila i , la fila j

multiplicada por α ∈ k. Denotemos A1 = A, y sea A2 la matriz que se obtiene de
A al sustituir la fila i for la j , dejando la fila j como está: es decir, las filas i y j

de A2 son ambas iguales a la fila j de A. En este caso, B , A1 y A2 satisfacen las
hipótesis de los resultados anteriores: las filas k con k 6= i son todas iguales, y la
fila i de B es combinación lineal de las filas i de A1 y A2. Concretamente:

[B]i∗ = [A]i∗+α[A] j∗ = [A1]i∗+α[A2]i∗,

por lo que se tiene |B | = |A1|+α|A2|. Como A2 es una matriz con dos filas igua-
les, |A2| = 0, luego |B | = |A1| = |A|.

El caso de las operaciones elementales por columnas se demuestra igual. �
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5.8. Igualdad de ambas definiciones

El objetivo de esta sección es probar que el determinante de una matriz
definido por recurrencia y el definido por permutaciones coinciden. Una for-
ma es comprobar que el determinante por permutaciones es igual al desarrollo
por cofactores de una columna de la matriz. Vamos a seguir otro método, ba-
sado en la unicidad de las propiedades del determinante que hemos probado
tanto para las dos definiciones. Por ello, necesitamos una definición para estas
funciones.

Función determinante

Sea K un anillo y n un entero positivo. Una función δn : Mn×n → K es
una función determinante si satisface las siguientes propiedades:

1. δn(I )= 1, donde I es la matriz identidad.

2. δn(A) = 0 si A tiene una fila de ceros.

3. δn(Pi j A) =−δn(A), donde Pi j es una matriz de permutación.

4. δn(Ti (α)A) =αδn(A), donde Ti (α) es una matriz elemental de ti-
po I I .

5. δn(Ti j (α)A) = δn(A), donde Ti j (α) es una matriz elemental de ti-
po I I I .

Ya sabemos que el determinante por recurrencia y el determinante por per-
mutaciones son funciones determinante. Para probar que coinciden, basta ver
que una función determinante está unívocamente determinada.

Unicidad de la función determinante

Sea K un cuerpo. Para cada entero positivo n existe a lo más una única
función determinante δn : Mn×n → K . En consecuencia, det(A) = |A|.

PRUEBA: Sean δn ,γn dos funciones determinante y llamemos β = δn −γn .
La función β satisface las siguientes condiciones:

β(I )= 0.
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β(A) = 0 si A tiene una fila de ceros.

β(Pi j A) =−β(A), donde Pi j es una matriz de permutación.

β(Ti (α)A) =αβ(A), donde Ti (α) es una matriz elemental de tipo I I .

β(Ti j (α)A) =β(A), donde Ti j (α) es una matriz elemental de tipo I I I .

Lo anterior prueba que si E es una matriz elemental, entonces β(A) y β(E A)
son ambos nulos o ambos distintos de cero. Dada una matriz A de orden n,
existen matrices elementales E1, . . . ,Er tales que E1 · · ·Er A = E A, donde E A es la
forma escalonada reducida por filas de A. Si A tiene rango n, entonces E A = I

y β(E1 · · ·Er A) = 0, de donde β(A) = 0. Si A es de rango inferior, entonces E A

contiene una fila de ceros, por lo que β(E A) = 0 y β(A) = 0 �

Nota 5.8.1. La definición de la función determinante se puede hacer sobre ani-
llos, como Z o K [X1, . . . , Xn], donde sigue siendo válida la regla del producto
(Adkins:Weintraub). Si el anillo es un dominio, podemos trabajar en el cuer-
po de fracciones para obtener algunos resultados. Sin embargo, hay algunas
propiedades de los vectores que no se verifican en los anillos. Por ejemplo, el
determinante de una matriz puede ser cero, pero eso no implica que una co-
lumna o fila sea combinación lineal de las restantes. Por ejemplo, la matriz con
coeficientes enteros

A =
(

12 18
−6 −9

)

es singular, pero ninguna columna es múltiplo entero de la otra, aunque sí son
Z-linealmente independientes.

Cuando se consideran espacios de funciones, hay que tener cuidado con
algunas propiedades relativas a la independencia lineal. Por ejemplo, sea n > 1
y U un intervalo abierto de R. Sea R el conjunto de funciones f : U →Rque son
diferenciables n−1 veces al menos. Dada f ∈ R , notaremos por D f su derivada
y Dh f su derivada h-ésima. Dadas f1, . . . , fn ∈ R , la función

W ( f1, . . . , fn)(t ) = det








f1(t ) f2(t ) . . . fn(t )
(D f1)(t ) (D f2)(t ) . . . (D fn)(t )

...
...

...
(Dn−1 f1)(t ) (Dn −1 f2)(t ) . . . (Dn−1 fn)(t )








se denomina Wronskiano de f1, . . . , fn . Se puede probar que si W ( f1, . . . , fn)(t ) 6=
0 para algún t ∈U , entonces el conjunto { f1, . . . , fn} es R-linealmente indepen-
diente. El recíproco es falso. Sea U un intervalo que contiene al origen consi-
deremos las funciones f1(t ) = t 3, f2(t ) = |t |3. Entonces { f1, f2} es un conjunto
R-linealmente independiente, pero W ( f1, f2)(t ) = 0 para todo t ∈U .
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5.9. Coste de cálculo del determinante

Con la definición por permutaciones, el determinante de una matriz de or-
den n se calcula mediante n! sumandos, cada uno de ellos con n−1 productos.
Por tanto, el número de operaciones necesarias son n!− 1 sumas y (n − 1) ·n!
productos, lo que hace un total de n(n!)−1 operaciones. Para una matriz de or-
den 25, son necesarias del orden de 3,9×1026 operaciones. Un ordenador que
realice 1015 operaciones por segundo (un petaflop) necesitará 3170 años para
completar el cálculo.

Veamos qué ocurre si usamos el desarrollo por cofactores de una fila o co-
lumna. Usemos, Por ejemplo, el desarrollo por la primera columna: tenemos

det(A) =
n∑

i=1
ai 1 Âi 1.

Llamemos pn al número de operaciones necesarias mediante este método. Es
claro que p1 = 1, y para n = 2 tenemos dos productos y una suma, luego p2 =
3. Supongamos calculado pn−1, el coste de un determinante de orden n − 1.
Entonces el desarrollo por cofactores necesita el cálculo de n determinantes de
orden n −1, n productos y n −1 sumas. Tenemos así la ecuación

pn = npn−1 +n + (n −1) = npn−1 +2n −1, si n > 2.

Los valores de pn crecen de manera proporcional a n!. Por ejemplo, p15 ≈ 3,55×
1012, p25 ≈ 4,21×1025. Es ligeramente menos costoso que el desarrollo por per-
mutaciones.

En el caso de un cuerpo, las transformaciones elementales nos permiten
realizar el cálculo del determinante con un coste del orden de 2/3n3, tal como
se tiene para la eliminación gaussiana. Esto funciona correctamente cuando se
trabaja en un cuerpo, pero en anillos más generales no se tiene la posibilidad
de dividir por un escalar no nulo, como es el caso de Z o de los anillos de po-
linomios. Existen variantes de la eliminación gaussiana que evitan divisiones y
permiten, con un pequeño coste añadido, tratar estos casos.

Ejemplo 5.9.1. El desarrollo de un determinante de orden n por los elementos
de una fila y sus adjuntos es muy costoso, pues el número de términos crece
rápidamente y los cálculos son muy complicados. El método óptimo para re-
solverlo es a través de la eliminación gaussiana, que alcanza una complejidad
de 2/3n3 operaciones. Para ciertos determinantes no muy grandes, y con en-
tradas números enteros se puede usar el método de condensación pivotal de
Chiò.

Sea An×n = (ai j ) una matriz, donde a11 6= 0 (se puede hacer análogamente
para cualquier elemento no nulo de la matriz). Multiplicamos cada fila, excepto
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Figura 5.3: F. Chiò (1813-1871)

la primera, por a11. Entonces

an−1
11 det(A) = det








a11 a12 . . . a1n

a21a11 a22a11 . . . a2n a11
...

...
...

an1a11 an2a11 . . . ann a11








.

Ahora restamos a la segunda fila la primera multiplicada por a21, a la tercera
la primera multiplicada por a31, hasta la n-ésima, que le restamos la primera
multiplicada por an1. Nos queda

an−1
11 det(A) = det








a11 a12 . . . a1n

0 a22a11 −a21a12 . . . a2n a11 −a21a1n
...

...
...

0 an2a11 −a12an1 . . . ann a11 −a1n an1








= det













a11 a12 a13 . . . a1n

0

∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

a11 a13

a21 a23

∣
∣
∣
∣ . . .

∣
∣
∣
∣

a11 a1n

a21 a2n

∣
∣
∣
∣

...
...

...
...

0

∣
∣
∣
∣

a11 a12

an1 an2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

a11 a13

an1 an3

∣
∣
∣
∣ . . .

∣
∣
∣
∣

a11 a1n

an1 ann

∣
∣
∣
∣













= a11 det(B).

Entonces det(A) = 1
an−2

11
det(B). Si el elemento fuera el (i0, j0), hay que incluir un

factor (−1)i0+ j0 por el último desarrollo. Se suele buscar un elemento que sea
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igual a 1, para simplificar las operaciones. Por ejemplo,

det








1 2 3 4
8 7 6 5
1 8 2 7
3 6 4 5








= 1 ·det












∣
∣
∣
∣

1 2
8 7

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 3
8 6

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 4
8 5

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 2
1 8

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 3
1 2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 4
1 7

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 2
3 6

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 3
3 4

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 4
3 5

∣
∣
∣
∣












= det





−9 −18 −27
6 −1 3
0 −5 −7



= (−9) ·det





1 2 3
6 −1 3
0 −5 −7





= (−9) ·det








∣
∣
∣
∣

1 2
6 −1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 3
6 3

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 2
0 −5

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 3
0 −7

∣
∣
∣
∣








= (−9) ·det

(
−13 −15
−5 −7

)

= (−9)(91−75)=−144.

Este método consume más operaciones que la eliminación gaussiana. Sin em-
bargo, es uno de los que se utilizan dentro del contexto de eliminación gaussia-
na libre de fracciones, usada en cálculo simbólico o para matrices con entradas
en dominios no cuerpos.

La resolución de un sistema de ecuaciones mediante la regla de Cramer pre-
senta también desventajas con respecto a la eliminación gaussiana. Mediante
la eliminación, sabemos que un sistema de ecuaciones tiene un coste de reso-
lución del orden de 2

3 n3; como hemos comentado antes, este es el orden del
cálculo de un determinante. La regla de Cramer supone el cálculo de n +1 de-
terminantes: uno para el determinante de la matriz de coeficientes del sistema,
y n con los determinantes en los que se ha cambiado una columna. Por ello,
la regla de Cramer tiene un coste del orden de 2

3 n4, que es sensiblemente su-
perior. Además, la eliminación gaussiana permite la resolución simultánea de
varios sistemas con la misma matriz de coeficientes, pero diferentes términos
independientes. La regla de Cramer obliga a recalcular n determinantes.
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Capítulo 6

Producto escalar y ortogonalidad

6.1. Normas vectoriales

Una gran parte del Álgebra Lineal es Geometría, porque la materia creció
por la necesidad de generalizar la geometría básica de R2 y R3 a espacios de
dimensión superior. La aproximación habitual es poner en coordenadas con-
ceptos geométricos de R2 y R3, y extender enunciados relativos a pares o ternas
a n-uplas en Rn y Cn .

Por ejemplo, la longitud de un vector u ∈R2 o v ∈R3 se obtiene del teorema
de Pitágoras calculando la longitud de la hipotenusa de un triángulo rectángu-
lo. Esta medida de la longitud

‖u‖ =
√

x2 + y2 y ‖v‖ =
√

x2 + y2 + z2,

se denomina norma euclídea en R2 y R3, y se extiende de manera obvia a di-
mensiones superiores.

Norma vectorial euclídea

Para un vector xn×1, la norma euclídea de x se define como

‖x‖ =
(∑n

i=1 x2
i

)1/2 =
p
xtx, cuando x ∈Rn×1.

‖x‖ =
(∑n

i=1 |xi |2
)1/2 =

p
x∗x, cuando x ∈Cn×1.
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Por ejemplo, si

u=










0
−1

2
−2

4










y v =










i

2
1− i

0
1+ i










,

entonces

‖u‖=
√∑

u2
i
=
p
utu=

p
0+1+4+4+16= 5,

‖v‖ =
√

∑

|vi |2 =
p
v∗v =

p
1+4+2+0+2 = 3.

Observemos lo siguiente:

La versión compleja de ‖x‖ incluye a la versión real como un caso es-
pecial porque |z|2 = z2 cuando z es un número real. Recordemos que si
z = a+ib entonces z̄ = a−ib, y el módulo de z es |z| =

p
a2 +b2 =

p
z̄z. El

hecho de que |z|2 es un número real asegura que ‖x‖ es un número real,
incluso cuando x contenga entradas complejas.

La definición de norma euclídea garantiza que para todos los escalares α,

‖x‖ ≥ 0,‖x‖ = 0⇔x= 0, y ‖αx‖ = |α|‖x‖ .

Dado un vector x 6= 0, es frecuente obtener otro vector que tenga la mis-
ma dirección de x, pero longitud unidad. Para ello, normalizamos el vec-
tor x con u=x/‖x‖. Entonces

‖u‖ =
∥
∥
∥
∥

x

‖x‖

∥
∥
∥
∥=

1

‖x‖
‖x‖ = 1.

Producto escalar estándar

Los escalares definidos por

ytx=
n∑

i=1
xi yi ∈R,y∗x=

n∑

i=1
ȳi xi ∈C

se denominan productos escalares estándar para Rn y Cn , respectiva-
mente.
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Desigualdad CBS

|x∗y| ≤ ‖x‖‖y‖ , para x,y ∈Cn .

La igualdad se da si y solamente si y =αx, con α=x∗y/x∗x.

PRUEBA: Podemos suponer x 6= 0. Sea α = x∗y/x∗x, y observemos que
x∗(αx−y) = 0. Entonces

0 ≤ ‖αx−y‖2 = (αx−y)∗(αx−y) = ᾱx∗(αx−y)−y∗(αx−y)

=−y∗(αx−y) =y∗y−αy∗x= ‖y‖2‖x‖2−(x∗y)(y∗x)
‖x‖2 .

Como y∗x= (x∗y), se sigue que (x∗y)(y∗x) = |x∗y|2, luego

0 ≤
‖y‖2‖x‖2 −|x∗y|2

‖x‖2 .

Como ‖x‖2 > 0 tenemos que 0 ≤ ‖y‖2‖x‖2−|x∗y|2 y se sigue la desigualdad.�

Desigualdad triangular

‖x+y‖≤ ‖x‖+‖y‖ para todo x,y ∈Cn .

PRUEBA:

‖x+y‖2 = (x+y)∗(x+y) =x∗x+x∗y+y∗x+y∗y
= ‖x‖2 +‖y‖2 +2 Re(x∗y).

Por la desigualdad CBS, tenemos que

2 Re(x∗y) ≤ 2
∣
∣x∗y

∣
∣≤ 2‖x‖‖y‖ .

Volviendo a la ecuación anterior, nos queda

‖x+y‖2 ≤ ‖x‖2 +‖y‖2 +2‖x‖‖y‖= (‖x‖+‖y‖)2.

que es lo que queríamos. �
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p-normas

Para p ≥ 1, la p-norma de x ∈Cn se define como

xp =
(

n∑

i=1
|xi |p

)1/p

.

En la práctica, se usan solamente tres p-normas:

‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi |,

‖x‖2 =
(∑n

i=1 |xi |2
)1/2

,

‖x‖∞ = máxi |xi |.

Normas vectoriales

Una norma para un espacio vectorial V real o complejo es una función
‖·‖ de V en R que verifica las siguientes condiciones:

1. ‖x‖≥ 0 y ‖x‖= 0 ⇔x= 0.

2. ‖αx‖ = |α|‖x‖.

3. ‖x+y‖≤ ‖x‖+‖y‖.

Dos normas ‖·‖a ,‖·‖b son equivalentes si existen c1,c2 > 0 tales que c1‖v‖b ≤
‖b‖a ≤ c2 ‖v‖b para todo vector v. ¿De dónde viene esta definición? Las normas
vectoriales son necesarias para definir el límite de sucesiones de vectores. Una
sucesión {vk } ⊂ V se dice que converge a x si la sucesión de números reales
‖xk −x‖ converge a cero. Esta convergencia depende de la norma, y podría-
mos tener convergencia con respecto a una norma y no con otra. Sin embargo,
en los espacios vectoriales de dimensión finita, todas las normas son equiva-
lentes [?]. Esto implica que la convergencia de una sucesión respecto de una
norma implica la convergencia con respecto a cualquier otra norma, y al mis-
mo límite.
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6.2. Espacios con producto escalar

La norma euclídea, que apareció primero, es un concepto que depende de
coordenadas. Aislando sus propiedades podemos dar una definición indepen-
diente de las mismas.

Definición de producto escalar

Un producto escalar sobre un espacio vectorial real o complejo es una
función que aplica cada par de vectores x,y en un escalar real o com-
plejo x•y con las siguientes propiedades:

x•x es real, con x•x≥ 0, y x•x= 0 si y solamente si x= 0.

αx•y =α(x•y) para todos los escalares α.

(x+y)•z =x•z+y •z.

x•y =y •x. Para espacios reales, queda x•y =y •x.

Observemos que la última propiedad implica que

x• (αy)= (αy)•x=α(y •x)=α(x•y),

y

x• (y+z) = (y+z)•x=y •x+z •x=y •x+z •x=x•y+x•z.

Los espacios vectoriales reales con un producto escalar se denominan espa-

cios euclídeos. Los espacios vectoriales complejos con un producto escalar se
denominan espacios unitarios.

Los productos escalares estándares son

x•y =ytx para Rn ,

x•y =y∗x para Cn .

A partir de un producto escalar se define una norma ‖x‖ = (x •x)1/2. En
general, si no especificamos la norma, nos referimos a ‖·‖2.

Álgebra Lineal 189



Depto. de Álgebra

Relación entre A, A∗A y A A∗

Sea A una matriz de orden m ×n. Entonces

1. null(A) = null(A∗A).

2. rango(A) = rango(A∗A) = rango(A A∗).

3. Col(A∗) = Col(A∗A),Col(A) = Col(A A∗).

PRUEBA: Si Av = 0, entonces (A∗A)v = 0, por lo que null(A) ⊂ null(A∗A). Recí-
procamente, si (A∗A)v = 0, entonces

‖Av‖2 = (Av)• (Av) = v∗A∗Av = 0

de donde Av = 0, y tenemos la igualdad null(A) = null(A∗A).

Entonces

rango(A) = dim(Col(A)) = n −dim(null(A)) = n −dim(null(A∗A))

= dim(Col(A∗A)) = rango(A∗A),

y si aplicamos este resultado a A∗, nos queda rango(A∗) = rango(A A∗).

Si b ∈ Col(A∗A), entonces b = A∗Au = A∗(Au), de donde b ∈ Col(A∗). Así,
Col(A∗A) ⊂ Col(A∗), y como son de la misma dimensión, son iguales. La otra
igualdad se deduce de la anterior al aplicarla a A∗. �

6.3. Vectores ortogonales

Ortogonalidad

En un espacio vectorial V con producto escalar, dos vectores x,y ∈ V

se dicen ortogonales si x•y = 0. Lo notaremos como x⊥y.

En Rn con el producto escalar estándar, x⊥y⇔ ytx = 0. En Cn con el pro-
ducto escalar estándar, x⊥y⇔y∗x= 0.
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Conjuntos ortonormales

Un conjunto B = {u1,u2, . . . ,un} es un conjunto ortogonal si ui⊥u j

cuando i 6= j , y ui 6= 0 para todo i .
Un conjunto B = {u1,u2, . . . ,un} es un conjunto ortonormal si ui⊥u j

cuando i 6= j y ‖ui‖ = 1 para todo i .

Es fácil ver que un conjunto ortogonal es linealmente independiente. En
efecto, consideremos un conjunto ortogonal {u1, . . . ,un}, y una combinación
lineal

α1u1 +α2u2 +·· ·+αnun = 0.

Si realizamos el producto escalar a ambos lados de esta igualdad por ui , para
cada i = 1, . . . ,n, nos queda

0 =
(

n∑

j=1
α ju j

)

•ui =
n∑

j=1
α j (u j •ui ).

Todos los sumandos de la derecha son nulos, salvo ui •ui , que es positivo. En-
tonces αi = 0, para todo i = 1, . . . ,n.

Ejemplo 6.3.1. El conjunto

B
′ =






u1 =





1
−1

0



 ,u2 =





1
1
1



 ,u3 =





−1
−1

2











es un conjunto ortogonal, pero no es ortonormal. Como ‖u1‖ =
p

2,‖u2‖ =p
3,‖u3‖ =

p
6, el conjunto B = { 1p

2
u1, 1p

3
u2, 1p

6
u3} es ortonormal.

Expansión de Fourier

Si B = {u1,u2, . . . ,un} es una base ortonormal de un espacio vectorial
euclídeo, entonces cada x ∈ V se puede expresar como

x= (x•u1)u1 + (x•u2)u2 +·· ·+ (x•un)un .

Esta expresión se denomina expansión de Fourier del vector x. Los es-
calares xi =x•ui son las coordenadas de x respecto de la base B, y se
denominan coeficientes de Fourier.

Desde el punto de vista geométrico, la expansión de Fourier contiene la pro-
yección ortogonal de x sobre el espacio generado por el conjunto de los ui .
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Figura 6.1: Joseph Fourier (1768-1830)

6.4. Matrices ortogonales y unitarias

En esta sección examinamos las matrices cuadradas cuyas columnas (o fi-
las) son ortonormales.

Matrices unitarias y ortogonales

Una matriz unitaria es una matriz compleja Un×n cuyas colum-
nas (o filas) constituyen una base ortonormal de Cn .

Una matriz ortogonal es una matriz real Qn×n cuyas columnas
(o filas) constituyen una base ortonormal de Rn .

Ejemplo 6.4.1. 1. La matriz

U =





1p
2

ip
2

ip
2

1p
2





es una matriz unitaria, pues sus columnas u1 = U∗1,u2 = U∗2 verifican
que

u∗
1u1 = 1,u∗

1u2 = 0,u∗
2u2 = 1.

2. La matriz

Q =





1p
2

1p
2

− 1p
2

1p
2
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es una matriz ortogonal, pues sus columnas q1 = Q∗1,q2 = Q∗2 verifican
que

qt
1q1 = 1,qt

1q2 = 0,qt
2q2 = 1.

Las matrices unitarias y ortogonales tienen unas propiedades interesantes,
una de las cuales es que son fáciles de invertir. Para ello, observemos que las
columnas de Un×n =

(
u1 u2 . . . un

)

forman un conjunto ortonormal si y
solamente si

[U∗U ]i j =u∗
i u j =

{
1 si i = j ,
0 si i 6= j ,

⇔U∗U = I ⇔U−1 =U∗.

Nótese que U∗U = I ⇔UU∗ = I , es decir, las columnas de U son ortonormales
si y solamente si las filas de U son ortonormales.

Otra importante propiedad es que la multiplicación por una matriz unita-
ria no cambia la longitud de un vector. En efecto, si U es una matriz unitaria,
entonces

‖Ux‖2
2 =x∗U∗Ux=x∗x= ‖x‖2

2 , para todo x ∈C
n . (6.4.1)

Recíprocamente, si U es una matriz que verifica (6.4.1), entonces es unitaria.
Para ello, consideremos en primer lugar x = ei . Recordemos que Uei = U∗i =
ui , de donde

e∗i U∗Uei =u∗
i ui = 1.

Tenemos así el carácter unitario de las columnas de U . Veamos la ortogonali-
dad. Para ello, sea x= e j +ek , con j 6= k. Entonces

(e j +ek )∗U∗U (e j +ek ) = (e j +ek )∗(e j +ek ).

El lado izquierdo de la igualdad es e∗
j
e j +e∗

j
U∗Uek +e∗

k
U∗Ue j +e∗

k
ek = 2+

u∗
j
uk +u∗

k
u j . El lado derecho es igual a 2+e∗

j
ek +e∗

k
e j = 0. Entonces

u∗
j uk +u∗

ku j = 0,

es decir, 2 Re(u∗
j
uk ) = 0. Si ahora ponemosx= e j+iek , se sigue que 2 Im(u∗

j
uk ) =

0.
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Caracterización de las matrices unitarias y ortogonales

Las siguientes condiciones son equivalentes a que la matriz com-
pleja Un×n es unitaria.

• U tiene columnas ortonormales.

• U tiene filas ortonormales.

• U−1 =U∗, o bien que U∗U = In .

• ‖Ux‖2 = ‖x‖2 para todo x ∈Cn .

Las siguientes condiciones son equivalentes a que la matriz real
Qn×n es ortogonal.

• Q tiene columnas ortonormales.

• Q tiene filas ortonormales.

• Q−1 =Q t , o bien que Q t Q = In .

• ‖Qx‖2 = ‖x‖2 para todo x ∈Rn .

6.5. Procedimiento de Gram-Schmidt

Los espacios Rn y Cn tienen unas bases ortonormales muy sencillas, como
son las bases estándares. Sin embargo, nos planteamos una pregunta: dado un
espacio de dimensión finita, ¿tiene una base ortonormal? Pensemos en una va-
riedad lineal, dada por un sistema de generadores, y de la que queremos cal-
cular una base ortonormal para, posteriormente, realizar proyecciones. La res-
puesta a esta pregunta la encontramos con el procedimiento de Gram-Schmidt.

Sea S = {v1, . . . ,vs } un conjunto de vectores linealmente independientes en
Km . Vamos a construir un conjunto ortonormal de vectores {q1, . . . ,qs} tal que
para cada k se verifica 〈v1, . . . ,vk〉 = 〈q1, . . . ,qk〉.

El proceso es por inducción sobre s. Para s = 1, tomamos simplemente q1 =
v1/‖v1‖. En general, escribimos

q′
1 = v1,

q′
2 = v2 −λ12q

′
1

...

q′
s = vs −λ1sq

′
1 −·· ·−λs−1,sq

′
s−1,
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Figura 6.2: Jorgen P. Gram (1850-1916), Erhard Schmidt (1876-1959)

para ciertos escalares λi j . Buscamos esta forma en los vectores q′
i

para que ge-
neren la misma variedad lineal que los vi . Queremos imponer la condición de
ortogonalidad en el conjunto {q′

1, . . . ,q′
s }. Para ello tiene que ocurrir que

q′
1 •q

′
2 = 0= (v2 •q′

1)−λ12
∥
∥q′

1

∥
∥2 ,

de donde podemos calcular λ12 y entonces tenemos el vector q′
2. Es claro que

〈q′
1,q′

2〉 = 〈v1,v2〉. En general, si tenemos construidos q′
1, . . . ,q′

k−1, con

〈v1, . . . ,vk−1〉 = 〈q′
1, . . . ,q′

k−1〉,

entonces para obtener q′
k

imponemos las condiciones

0 = q′
k
•q′

1 = (vk •q′
1)−λ1k

∥
∥q′

1

∥
∥2

0 = q′
k
•q′

2 = (vk •q′
2)−λ2k

∥
∥q′

2

∥
∥2

...

0 = q′
k
•q′

k−1 = (vk •q′
k−1)−λk−1,k

∥
∥q′

k−1

∥
∥2

y podemos calcular todos losλ j k . Se tiene además que 〈v1, . . . ,vk〉 = 〈q′
1, . . . ,q′

k
〉.

Si ahora ponemos qi = 1∥
∥q′

i

∥
∥
q′

i
conseguimos el conjunto ortonormal. Observe-

mos que la normalización de cada q′
i

se puede realizar en cada paso.
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Procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt

Si S = {v1,v2, . . . ,vs } es un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente, entonces la sucesión de Gram-Schmidt definida por

q′
1 = v1,q′

k = vk −
k−1∑

i=1

vk •q′
i

∥
∥q′

i

∥
∥2 q

′
i

es una base ortogonal de S .
El coste del proceso es del orden de sm2 flops (sumas y productos).

Si escribimos qi = 1∥
∥q′

i

∥
∥
q′

i
, i = 1,2, . . . , s, entonces {q1,q2, . . . ,qs } es una base

ortonormal de S .

Además, para cada i = 1,2, . . . , s, se verifica que

〈v1,v2, . . . ,vi 〉 = 〈q′
1,q′

2, . . . ,q′
i 〉 = 〈q1,q2, . . . ,qi 〉.

Ejemplo 6.5.1. Sean

v1 =








1
0
0

−1








,v2 =








1
2
0

−1








,v3 =








3
1
1

−1








.

Vamos a calcular una base ortonormal de la variedad lineal 〈v1,v2,v3〉. El
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proceso es:

q′
1 = v1

q′
2 = v2 −λ12q

′
1,λ12 =

v2•q′
1

‖q′
1‖2 = 1,

q′
2 = v2 −q′

1 =








0
2
0
0








,

q′
3 = v3 −λ13q

′
1 −λ23q

′
2,λ13 =

v3•q′
1

‖q′
1‖2 = 2,λ23 =

v3•q′
2

‖q′
2‖2 = 1

2 ,

q′
3 = v3 −2q′

1 −
1
2q

′
2 =








1
0
1
1








q1 = 1p
2








1
0
0

−1








,q2 =








0
1
0
0








,q3 = 1p
3








1
0
1
1








Una consecuencia de lo anterior es que si S = {v1, . . . ,vs } es un conjunto de
vectores ortogonal (ortonormal), entonces puede ampliarse a una base ortogo-
nal (ortonormal) del espacio completo.

En efecto, como los vectores son ortogonales entre sí, forman un conjunto
linealmente independiente, por lo que existen vs+1, . . . ,vn que amplían a una
base del espacio. Si aplicamos Gram-Schmidt a este conjunto, deja inalterados
los s primeros vectores y obtenemos una base ortogonal del espacio que amplía
al conjunto inicial.

Ejemplo 6.5.2. En R4, consideremos los vectores

q1 =
1

3








−2
1
0
2








,q2 =








0
0
1
0








.

Es claro que {q1,q2} es un conjunto ortonormal, y vamos a calcular una base
ortonormal de R4 que lo contenga. En primer lugar, ampliamos a una base de
R4 mediante el uso de la forma escalonada reducida por filas:

(
q1 q2 e1 e2 e3 e4

) rref−→










1 0 0 0 0 3/2

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 −1/2










.
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Entonces podemos hacer la ampliación con los vectores {e1,e2}. Ahora aplica-
mos el procedimiento de Gram-Schmidt al conjunto {q1,q2,e1,e2}. Comenza-
mos directamente con

q′
3 = e1 −λ13q1 −λ23q2,

λ13 = e1 •q1 =−
2

3
,λ23 = e1 •q2 = 0,

q′
3 =










1

0

0

0










+
2

3










−2/3

1/3

0

2/3










=










5/9

2/9

0

4/9










.

Ahora calculamos el siguiente vector:

q′
4 = e2 −λ14q1 −λ24q2 −λ34q

′
3,

λ14 = e2 •q1 =
1

3
,λ24 = e2 •q2 = 0,λ34 =

e2 •q′
3

q′
3 •q

′
3

=
2

5
,

q′
4 =










0

1

0

0










−
1

3










−2/3

1/3

0

2/3










−
2

5










5/9

2/9

0

4/9










=










0

4/5

0

−2/5










.

Ya solamente queda normalizar los vectores q′
3 y q′

4:

q3 =
1

∥
∥q′

3

∥
∥
q′

3 =










1/3
p

5

2/15
p

5

0

4
15

p
5










,q4 =
1

∥
∥q′

4

∥
∥
q′

4 =










0

2/5
p

5

0

−1/5
p

5










.

Por tanto, {q1,q2,q3,v4} es una base ortonormal de R4 que amplía el conjun-
to inicial. Hay que hacer notar que esta ampliación no es única, y es posible
encontrar infinitas bases con estas características.

Más adelante veremos un procedimiento más eficiente para calcular una
ampliación de esta clase.

6.6. Factorización QR

El proceso de Gram-Schmidt se puede ver también en la forma de facto-
rización de matrices. Sea Am×s =

(
v1 v2 . . . vs

)

una matriz con columnas
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independientes. Cuando se aplica Gram-Schmidt a las columnas de A, estamos
calculando una base ortonormal {q1,q2, . . . ,qs} de Col(A), donde

q′
1 = v1,

q′
2 = v2 −λ12q

′
1,

...

q′
s = vs −λ1sq

′
1 −·· ·−λs−1,sq

′
s−1.

Escribamos los vectores vi en función de los q j . Entonces

v1 = q′
1 = r11q1,

v2 = λ12q
′
1 +q′

2 = r12q1 + r22q2,
...

vs = λ1sq
′
1 +·· ·+λs−1,sq

′
s−1 +q′

s = r1sq1 +·· ·+ rs−1,sqs−1 + rssqs ,

que en forma matricial podemos expresarlo como

(
v1 v2 . . . vs

)

=
(
q1 q2 . . . qs

)








r11 r12 . . . r1s

0 r22 . . . r2s
...
0 0 . . . rss








.

Observemos que todos los ri i son positivos, pues son normas de vectores. Te-
nemos así que Am×s = Q̂m×s R̂s×s , donde las columnas de Q forman una base
ortonormal de Col(A), y R es una matriz triangular superior con elementos no
nulos en la diagonal, esto es, no singular.

A esta descomposición la llamaremos factorización QR reducida o rectan-

gular, porque la matriz Q̂ es rectangular y R̂ es cuadrada.
Se puede conseguir otra factorización con Q unitaria y R rectangular. Con-

siste en añadir a R filas de ceros hasta hacerla m × s, y en añadir a Q m − s

columnas ortogonales a las anteriores para formar una matriz unitaria. En este
caso se la llama factorización QR completa.

En la sección 6.7 explicamos un método para calcular directamente una fac-
torización QR completa de una matriz Am×n ,m ≥ n, esto es, una expresión de
la forma A = Qm×m Rm×n , con Q ortogonal (unitaria) y R de la misma dimen-
sión que A y triangular superior. Para obtener una factorización QR reducida
de A a partir de una completa, basta eliminar las m −n últimas columnas de Q

y las m −n filas finales de R , que son nulas.

(

Q̂m×m m −n

)








R̂n×n

0n×(m−n)








.
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Ejemplo 6.6.1. Partimos del ejemplo (6.5.1), donde

v1 =








1
0
0

−1








,v2 =








1
2
0

−1








,v3 =








3
1
1

−1








,

y habíamos calculado

q1 =
1
p

2








1
0
0

−1








,q2 =








0
1
0
0








,q3 =
1
p

3








1
0
1
1








.

El cambio de base viene dado por los coeficientes λi j del proceso, y podemos
despejar los vectores vi en función de los vectores q j .

v1 =
∥
∥q′

1

∥
∥q1 =

p
2q1,

v2 =λ12
∥
∥q′

1

∥
∥q1 +

∥
∥q′

2

∥
∥q2 =

p
2q1 +2q2

v3 =λ13
∥
∥q′

1

∥
∥q1 +λ23

∥
∥q′

2

∥
∥q2 +

∥
∥q′

3

∥
∥q3 = 2

p
2q1 +q2 +

p
3q3.

La descomposición QR reducida queda de la forma

A =
(
v1 v2 v3

)

=
(
q1 q2 q3

)





p
2

p
2 2

p
2

0 2 1
0 0

p
3



 .

Para obtener la factorización QR completa, debemos ampliar el conjunto {q1,q2,q3}
a una base ortonormal. Como las variedades son iguales, ampliamos {v1,v2,v3}
a una base. Para ello, consideramos una forma escalonada por filas de la matriz

(
v1 v2 v3 e1 e2 e3 e4

)

,

donde ei , i = 1,2,3,4 son los vectores de la base estándar. Nos queda








1 0 0 0 −1/2 −1/2 −1
0 1 0 0 1/2 −1/2 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 −2 1








lo que indica que podemos tomar para ampliare1. Seav4 = e1. Hay que calcular

q′
4 = v4 −λ14q

′
1 −λ24q

′
2 −λ34q

′
3
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que sea ortogonal a q′
1,q′

2,q′
3. Efectuando los cálculos llegamos a

λ14 = 1/2,λ24 = 0,λ34 = 1/3,q′
4 =








1/6
0

−1/3
1/6








,q4 =
p

6q′
4.

Entonces

A =
(
v1 v2 v3

)

=
(
q1 q2 q3 q4

)








p
2

p
2 2

p
2

0 2 1
0 0

p
3

0 0 0








.

En el ejemplo anterior vemos que el cálculo de los coeficientes ri j puede
resultar arduo por la mezcla de los valores λi j y las normas de los vectores q′

i
.

Se puede simplificar un poco dicho cálculo con la siguiente observación. La ex-
presión A = Q̂R̂ significa que expresamos las columnas de la matriz A como
combinación lineal de las columnas de Q. Como forman un conjunto ortonor-
mal, tenemos que

v1 = (v1 •q1)q1 +(v1 •q2)q2 + . . . +(v1 •qs )qs ,
v2 = (v2 •q1)q1 +(v2 •q2)q2 + . . . +(v2 •qs )qs ,

...
vs = (vs •q1)q1 +(vs •q2)q2 + . . . +(vs •qs )qs .

Esto permite escribir la expresión

A =
(
v1 v2 . . . vs

)

=
(
q1 q2 . . . qs

)








v1 •q1 v2 •q1 . . . vs •q1

v1 •q2 v2 •q2 . . . vs •q2
...

...
...

v1 •qs v2 •qs . . . vs •qs








.

Recordemos que en el proceso de Gram-Schmidt, el vector q j es ortogonal a
q1, . . . ,q j−1, y por tanto también lo es a v1, . . . ,v j−1. Esto significa que los ele-
mentos de la parte inferior de la matriz con productos escalares son todos nu-
los, y escribimos

A = Q̂m×s








v1 •q1 v2 •q1 . . . vs •q1

0 v2 •q2 . . . vs •q2
...

...
...

0 0 . . . vs •qs








.
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Ejemplo 6.6.2. En el ejemplo anterior teníamos

v1 =








1
0
0

−1








,v2 =








1
2
0

−1








,v3 =








3
1
1

−1








,

y habíamos calculado

q1 =
1
p

2








1
0
0

−1








,q2 =








0
1
0
0








,q3 =
1
p

3








1
0
1
1








.

Entonces

R̂ =





v1 •q1 v2 •q1 v3 •q1

0 v2 •q2 v3 •q2

0 0 v3 •q3



=





2/
p

2 2/
p

2 4/
p

2
0 2 1
0 0 3/

p
3



 .

Nota 6.6.3. El algoritmo de Gram-Schmidt presenta problemas de estabilidad
numérica, a causa de los errores de redondeo. Vamos a aplicar el procedimiento
al conjunto de vectores

v1 =





1
10−3

10−3



 ,v2 =





1
10−3

0



 ,v3 =





1
0

10−3



 ,

con aritmética de 3 dígitos en coma flotante.

q′
1 = v1,

∥
∥q′

1

∥
∥= 1,

q′
2 = v2 −λ12q

′
1,λ12 =

v2•q′
1

‖q′
1‖2 = 1,

q′
2 =





0
0

−10−3



 ,
∥
∥q′

2

∥
∥= 10−3,

q′
3 = v3 −λ13q

′
1 −λ23q

′
2,λ13 = 1,λ23 =−1,

q′
3 =





0
−10−3

−10−3



 ,
∥
∥q′

3

∥
∥= 1,41×10−3.

Entonces

q1 =





1
10−3

10−3



 ,q2 =





0
0

−1



 ,q3 =





0
−0,709
−0,709



 ,

lo que no es muy satisfactorio, pues q2 y q3 no son ortogonales con esta preci-
sión. Por tanto, vamos a estudiar un método alternativo que nos permita reali-
zar este cálculo con estabilidad numérica.
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6.7. * Transformaciones de Householder

Matrices de Householder

Sea vn×1 un vector no nulo. La matriz

H(v) = In −2
v ·v∗

v∗v

de orden n se denomina matriz o transformación de Householder del
vector v. También recibe el nombre de reflexión elemental o de Hou-
seholder.

Figura 6.3: Alston S. Householder (1904-1993)

Observemos que H(v) = H( v
‖v‖ ). cuando v es unitario, tenemos que H(v) =

I −2vv∗.
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Propiedades de las matrices de Householder

Si H es una matriz de Householder, entonces es unitaria, hermi-
tiana, e involutiva (H2 = I ). Esto es,

H = H∗ = H−1.

Si xn×1 es un vector cuya primera componente x1 6= 0, y si

u=x±µ‖x‖e1, donde µ=
{

1 si x1 es real,
x1/|x1| si x1 no es real,

se usa para construir la matriz de Householder H(u), entonces

H(u)x=∓µ‖x‖e1.

Para evitar cancelaciones cuando se usa aritmética en coma flotante en
matrices reales, tomaremos

u=x+ signo(x1)‖x‖e1.

PRUEBA: En primer lugar, H∗ = In −2vv∗ = H , y

H2 = I −2vv∗−2vv∗+4v(v∗v)v∗ = I .

Por último,

H(u)x=x−2
uu∗x

u∗u
=x−2

u∗x

u∗u
u,

y basta probar que 2u∗x = u∗u, o lo que es lo mismo, u∗(2x−u) = 0. Por un
lado tenemos que 2x−u=x∓µ‖x‖e1, y u∗ =x∗±µ‖x‖et

1. Entonces

u∗(2x−u) = (x∗±µ‖x‖et
1)(x∓µ‖x‖e1)

=x∗x∓µ‖x‖x∗e1 ±µ‖x‖et
1x−µµ‖x‖2 ·1

= ‖x‖2 ∓‖x‖µx1 ±‖x‖µx1 −|µ|2 ‖x‖2 .

Observemos que |µ| = 1, por lo que

u∗(2x−u) =∓‖x‖µx1 ±‖x‖µx1

= ‖x‖ (∓µx1 ±µx1) = 0,
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pues

−µx1 +µx1 =
{

si x1 ∈R,−x1 +x1 = 0,

si x1 ∈C−R,− x1
|x1|x1 + x1

|x1|x1 =−|x1|+ |x1| = 0.

Por tanto, H(u)x=x−u=∓µ‖x‖e1. �

Ejemplo 6.7.1. Dado un vector x ∈ Cn ,‖x‖ = 1, una forma eficiente de cons-
truir una base ortonormal de Cn que contenga a x es usar las transformacio-
nes de Householder. Consiste en construir una matriz unitaria que tenga a x

como primera columna. Sea v = x±µe1. Entonces H(v)x = ∓µe1, de donde
x = ∓µH(v)e1 = [∓µH(v)]∗1, la primera columna de H(v). Como |∓µ| = 1, la
matrizU =∓µH(v) es una matriz unitaria con U∗1 =x, por lo que las columnas
de U proporcionan la base ortonormal pedida.

Por ejemplo, sea

x=
1

3








−2
1
0
2








y tomemos

v =x−e1 =
1

3








−5
1
0
2








.

Entonces

H(v) = I −2
vvt

vtv
=








−2/3 1/3 0 2/3
1/3 14/15 0 −2/15

0 0 1 0
2/3 −2/15 0 11/15








.

6.8. * QR mediante transformaciones de Househol-
der

Para lograr la factorización QR vamos a obtener la matriz Q como producto
de transformaciones de Householder. Partimos de una matriz

A =
(

A∗1 | A∗2 | . . . | A∗n

)

de orden m ×n. Sea a= A∗1 la primera columna de la matriz A. Calculamos la
transformación de Householder

H1 = I −2
vvt

vtv
, donde v = A∗1 + signo(a11)‖A∗1‖e1.
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Entonces

H1 A∗1 =∓‖A∗1‖e1 =








r11

0
...
0








.

Aplicamos H1 a la matriz A y obtenemos

H1 A =
(

H1 A∗1 | H1 A∗2 | . . . | H1 A∗n

)

=








t11 t12 . . . t1n

0 ∗ . . . ∗
...

...
...

0 ∗ . . . ∗








=
(

t11 tt
1

0 A2

)

,

donde A2 es de orden (m − 1)× (n − 1). Aplicamos el mismo procedimiento a
A2 para construir una transformación de Householder Ĥ2 que anule todas las

entradas por debajo de la posición (1,1) de A2. Si escribimos H2 =
(

1 0
0 Ĥ2

)

entonces

H2H1 A =
(

t11 tt
1

0 Ĥ2 A2

)

=










t11 t12 t13 . . . t1n

0 t22 t23 . . . t2n

0 0 ∗ . . . ∗
...

...
...

...
0 0 ∗ . . . ∗










.

El resultado tras k −1 pasos es Hk−1 . . . H2H1 A =
(

Tk−1 Uk−1

0 Ak

)

. En el paso k-

ésimo construimos una transformación de Householder Ĥk para hacer ceros

por debajo de la posición (1,1) de la matriz Ak , y definimos Hk =
(

Ik−1 0

0 Ĥk

)

.

En una de las iteraciones, habremos llegado al número total de filas o de co-
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lumnas, y tendremos una de las formas

Hn . . . H2H1 A =
















∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗
...

. . .
...

0 0 . . . ∗
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0
















cuando m > n

Hm−1 . . . H2H1 A =








∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
...

. . .
...

...
...

0 0 . . . ∗ ∗ . . . ∗








cuando m < n.

Si m = n la forma final es una matriz triangular superior. Como el producto de
matrices unitarias (ortogonales) es unitaria (ortogonal), tenemos S A = R , con
S unitaria (ortogonal). Entonces A = S∗R =QR , con Q unitaria (ortogonal).

En las aplicaciones en que se necesita esta descomposición, no es necesario
obtener Q de manera explícita, sino que basta con la secuencia de las Hi . Por
ejemplo, para resolver el sistema Ax= b, los pasos son los siguientes:

1. Calcula la factorización QR de A.

2. Calcula y =Q∗b.

3. Resuelve Rx=y.

Lo que necesitamos entonces es el resultado de Q∗b, que podemos ir realizan-
do a medida que se van obteniendo las matrices de Householder.

Ejemplo 6.8.1. Vamos a aplicar las transformaciones de Householder para cal-
cular la descomposición QR de la matriz

A =








4 −3 4
2 −14 −3

−2 14 0
1 −7 15








.

La secuencia es

u1 = A∗1 +‖A∗1‖e1 =








9
2

−2
1








, H1 = I −2
u1u

t
1

ut
1u1

.
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Para calcular H1 A =
(

H1 A∗1 H1 A∗2 H1 A∗3
)

no es necesario calcular explí-
citamente H1. Observemos que

H1 A∗ j = A∗ j −2

(
ut

1 A∗ j

ut
1u1

)

u1

por lo que basta calcular ut
1 A∗ j , j = 1,2,3. Nos queda

H1 A =








−5 15 −5
0 −10 −5
0 10 2
0 −5 14








, H1 =










−4/5 −2/5 2/5 −1/5

−2/5 41
45

4
45 − 2

45

2/5 4
45

41
45

2
45

−1/5 − 2
45

2
45

44
45










.

Sea ahora

A2 =





−10 −5
10 2
−5 14



 y u2 = [A2]∗1 −‖[A2]∗1‖e1 =





−25
10
−5



 .

Si Ĥ2 = I −2
u2u

t
2

ut
2u2

y H2 =
(

1 0

0 Ĥ2

)

, entonces

Ĥ2 A2 =





15 0
0 0
0 15



 y H2H1 A =








−5 15 −5
0 15 0
0 0 0
0 0 15








, H2 =










1 0 0 0

0 −2/3 2/3 −1/3

0 2/3 11
15 2/15

0 −1/3 2/15 14
15










.

Tomamos a continuación

A3 =
(

0
15

)

y u3 = [A3]∗1 +‖[A3]∗1‖e1 =
(

15
15

)

.

Si Ĥ3 = I −2
u3u

t
3

ut
3u3

y H3 =





1
1

Ĥ3



, entonces

Ĥ3 A3 =
(
−15

0

)

y H3H2H1 A =








−5 15 −5
0 15 0
0 0 −15
0 0 0








, H3 =










1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0










.
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En este caso,

Q t = H3H2H1 =








−4/5 −2/5 2/5 −1/5
−3/5 −8/15 8/15 −4/15

0 1/3 −2/15 −14/15
0 −2/3 −11/15 −2/15








.

6.9. * Estabilidad y coste de la ortogonalización

Un algoritmo se considera numéricamente estable si, bajo aritmética en
coma flotante, siempre devuelve una respuesta que es solución exacta de un
problema cercano. La reducción de Householder es un algoritmo estable para
producir la factorización QR de An×n .

Ejemplo 6.9.1. En un ejemplo anterior veíamos los problemas de estabilidad
numérica que presentaba Gram-Schmidt para calcular la factorización QR. Par-
timos de los vectores

v1 =





1
10−3

10−3



 ,v2 =





1
10−3

0



 ,v3 =





1
0

10−3



 ,

con aritmética de 3 dígitos en coma flotante. Sea A =
(
v1 v2 v3

)

. Entonces

u1 = A∗1 + signo(1)‖A∗1‖e1 =







2,00

0,00100

0,00100







,

H1 = H(u1) =







−1,0 −0,00100 −0,00100

−0,00100 1,0 −0,500 ·10−6

−0,00100 −0,500 ·10−6 1,0







.

Entonces

H1 A =







−1,0 −1,0 −1,0

−0,500 ·10−9 0,0 −0,00100

−0,500 ·10−9 −0,00100 0,0







.

Observemos que en la primera columna hay valores que deberían ser nulos, pe-
ro tienen un valor muy pequeño con respecto a las otras entradas de la matriz.
Sea ahora

A2 =
(

0,0 −0,00100
−0,00100 0,0

)

y u2 = [A2]∗1+signo(0)‖[A2]∗1‖e1 =
(

0,00100
−0,00100

)

.
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Ahora tenemos que

Ĥ2 = H(u2) =
(

0 1,00
1,00 0

)

y H2H1 A =







−1,0 −1,0 −1,0

−0,500 ·10−9 −0,00100 0,0

−0,500 ·10−9 0,0 −0,00100







.

Entonces

Q = H1H2 =







−1,0 −0,00100 −0,00100

−0,00100 −0,500 ·10−6 1,0

−0,00100 1,0 −0,500 ·10−6







y

Q tQ =







1,0 0,500 ·10−9 0,500 ·10−9

0,500 ·10−9 1,0 0,0

0,500 ·10−9 0,0 1,0







,

que es un resultado mucho mejor que el obtuvimos con Gram-Schmidt.

La eliminación gaussiana no es un algoritmo estable porque surgen pro-
blemas debido al crecimiento de magnitud de los números que aparecen en el
proceso. Sin embargo, si se usa pivoteo completo sobre una matriz An×n bien
escalada para la que máx |ai j | = 1, entonces los coeficientes que aparecen tiene
un crecimiento muy lento respecto a n, por lo que se puede garantizar la estabi-
lidad del algoritmo. Por tanto, la eliminación gaussiana con pivoteo completo
es estable, pero con pivoteo parcial no. Por fortuna, en el trabajo práctico es
raro encontrar matrices en el que el pivoteo parcial falle en el control del creci-
miento de los coeficientes, por lo que pivoteo parcial se considera, en general,
como un algoritmo “prácticamente” estable.

Los algoritmos que se basan en Gram-Schmidt son más complicados. En
primer lugar, el algoritmo de Gram-Schmidt difiere del de Householder en que
no se aplica una sucesión de transformaciones elementales ortogonales. En se-
gundo lugar, como algoritmo para producir la factorización QR, puede devolver
un factor Q que esté lejos de ser ortogonal, y el argumento intuitivo de estabili-
dad numérica usado anteriormente no es válido. Existe una versión modificada
de Gram-Schmidt que sigue siendo no estable para la factorización QR general,
pero se puede demostrar que es estable para el tratamiento del problema de
mínimos cuadrados.
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Sumario de estabilidad numérica

La eliminación gaussiana con pivoteo parcial y escalado es teóri-
camente no estable, pero es prácticamente estable, es decir, esta-
ble para la mayoría de problemas.

El pivoteo completo hace a la eliminación gaussiana estable sin
condiciones.

Para la factorización QR, el procedimiento de Gram-Schmidt
(clásico o modificado) no es estable. Sin embargo, el procedi-
miento modificado es un algoritmo estable para resolver míni-
mos cuadrados.

La reducción de Householder es estable sin condiciones para el
cálculo de la factorización QR.

Coste comparado de la factorización QR

El número aproximado de flops que se requieren para reducir una ma-
triz n ×n a una matriz triangular superior es como sigue:

Eliminación gaussiana (escalado y pivoteo parcial) ≈ 2
3 n3.

Procedimiento de Gram-Schmidt (clásico y modificado) ≈ 2n3.

Reducción de Householder ≈ 4
3 n3.

No es sorprendente que los métodos estables sin condiciones sean más cos-
tosos. Ninguna técnica de triangulación se puede considerar óptima, y cada
una tiene un lugar en el día a día. Por ejemplo, para resolver sistemas linea-
les en donde la matriz no presenta alguna estructura, la probabilidad de que
la eliminación gaussiana con pivoteo parcial y escalado falle no es lo bastante
alta para justificar el empleo de Householder, o incluso pivoteo completo. Pa-
ra mínimos cuadrados se usa Householder o Gram-Schmidt modificado. Para
ortogonalizar Col(A), donde A es una matriz sin una estructura determinada y
densa, se usa la reducción de Householder.
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6.10. Descomposición ortogonal

Complemento ortogonal

Para un subconjunto M de un espacio vectorial euclídeo V , el comple-

mento ortogonal M
⊥ de M es el conjunto de todos los vectores de V

que son ortogonales a todos los vectores de M . Esto es,

M
⊥ = {x ∈ V |m•x= 0 para todo m ∈M }.

Vamos a probar en primer lugar que M
⊥ es un subespacio vectorial de V .

Sean v1,v2 ∈M
⊥. Entonces

(v1 +v2)•m= v1 •m+v2 •m= 0 para todo m ∈M ,

y
(αv1)•m=α(v1 •m) = 0 para todo m ∈M .

Esto es independiente de la estructura de M . Sin embargo, el caso que nos in-
teresa especialmente es cuando M es un subespacio de V . En tal caso, existe
una base finita de M formada por los vectores m1, . . . ,mr . La definición im-
pone, en principio, un conjunto infinito de condiciones para caracterizar a los
elementos de M

⊥. Sin embargo, vamos a ver que

M
⊥ = {x ∈ V |mi •x= 0 para todo i = 1, . . . ,r }.

Es claro que si x ∈ M
⊥, entonces está en el conjunto de la derecha. Si ahora

mi •x = 0 para todo i = 1, . . . ,r , consideremos un vector m ∈ M . Entonces
m se puede expresar como combinación lineal de m1, . . . ,mr , esto es, m =
∑r

i=1αimi , y

m•x=
(

r∑

i=1
αimi

)

•x=
r∑

i=1
αi (mi •x) = 0.

Tenemos así el resultado.
Introducimos aquí una notación. Decimos que un espacio L es suma direc-

ta de L1 y L2, notado por L = L1 ⊕L2 si

L = L1 +L2 y {0} = L1 ∩L2.

En tal caso,

dimL = dimL1 +dimL2 −dim(L1 ∩L2) = dimL1 +dimL2.
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Complemento ortogonal de un subespacio

Si M es un subespacio de un espacio euclídeo de dimensión finita V ,
entonces

V =M ⊕M
⊥.

Además, si N es un subespacio tal que V =M ⊕N y N ⊥M , entonces

N =M
⊥.

PRUEBA: Si v ∈ M ∩M
⊥, entonces v es un vector ortogonal a sí mismo, es

decir,v•v = 0, de dondev = 0. Sea BM = {m1, . . . ,mr } una base ortonormal de
M . La ampliamos a una base ortonormal de V , mediante Gram-Schmidt, con
la forma B = {m1, . . . ,mr ,mr+1, . . . ,mn}. Tenemos entonces que mi •m j = 0
para todo i = 1, . . . ,r, j = r +1, . . . ,n.

Vamos a probar que M
⊥ = 〈mr+1, . . . ,mn〉. Si v ∈ M

⊥ entonces mi •v = 0
para todo i = 1, . . . ,r . Como B es una base de V , el vector v se puede expresar
como combinación lineal de los vectores de dicha base:

v =α1m1 +·· ·+αrmr +αr+1mr+1 +·· ·+αnmn .

Entonces, para todo i = 1, . . . ,r ,

0 =mi •v =αi , de donde αi = 0,

y esto implica que v ∈ 〈mr+1, . . . ,mn〉. Recíprocamente, si v ∈ 〈mr+1, . . . ,mn〉,
entonces

v =αr+1mr+1 +·· ·+αnmn ,

y para cada i = 1, . . . ,r se verifica

mi •v =mi

(
n∑

j=r+1
α jm j

)

=
n∑

j=r+1
α jmi •m j = 0.

Entonces v ∈M
⊥.

Para la segunda parte del enunciado, observemos que si N ⊥M , entonces
N ⊂M

⊥. Por otro lado, de dimN = dimV −dimM = dimM
⊥, deducimos que

las dimensiones coinciden. Entonces, son iguales. �
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Ejemplo 6.10.1. En el ejemplo (6.5.1) habíamos obtenido una factorización QR
reducida de un conjunto de vectores, y habíamos detallado un método para
encontrar una factorización QR completa mediante la ampliación de una base.
Vamos a aprovechar el complemento ortogonal para calcular dicha factoriza-
ción de una manera algo más sencilla.

Partimos entonces de

v1 =








1
0
0

−1








,v2 =








1
2
0

−1








,v3 =








3
1
1

−1








,

y sabemos que los vectores

q1 =
1
p

2








1
0
0

−1








,q2 =








0
1
0
0








,q3 =
1
p

3








1
0
1
1








constituyen una base ortonormal del espacio 〈v1,v2,v3〉. Para el cálculo de una
factorización QR completa, precisamos ampliar el conjunto {q1,q2,q3} a una
base ortonormal de R4. Por ello, obtenemos una base del espacio 〈q1,q2,q3〉⊥,
que se corresponde a la resolución del sistema lineal homogéneo







1p
2

x1 − 1p
2

x4 = 0,

x2 = 0,
1p
3

x1 + 1p
3

x3 + 1p
3

x4 = 0.

Como siempre,







1/2
p

2 0 0 −1/2
p

2

0 1 0 0

1/3
p

3 0 1/3
p

3 1/3
p

3







rref−→







1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 1 2






⇒







x1 = x4,
x2 = 0,
x3 = −2x4,
x4 = x4.

Entonces un vector ortogonal a q1,q2,q3 es

q′
4 =










1

0

−2

1










.
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Antes de continuar, observemos que el cálculo del espacio ortogonal 〈q1,q2,q3〉⊥
es equivalente al cálculo del espacio 〈v1,v2,v3〉⊥, por la construcción de los
vectores qi . Por ello, podíamos haber resuelto el sistema







x1 −x4 = 0,
x1 +2x2 −x4 = 0,

3x1 +x2 +x3 −x4 = 0.

Por completar,






1 0 0 −1

1 2 0 −1

3 1 1 −1







rref−→







1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 1 2







,

y obtenemos la misma solución.
Ahora debemos aplicar el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener

una base ortonormal de 〈q1,q2,q3〉⊥. Como está generado por un único vector
q′

4, basta normalizarlo:

q4 =
1

∥
∥q′

4

∥
∥
q′

4 =










1/6
p

6

0

−1/3
p

6

1/6
p

6










.

Por tanto, una factorización QR completa de la matriz A =
(
v1 v2 v3

)

es

A =
(
q1 q2 q3 q4

)








p
2

p
2 2

p
2

0 2 1
0 0

p
3

0 0 0








.

Ejemplo 6.10.2. Vamos a aplicar el método anterior para la ampliación a una
base ortonormal del ejemplo (6.5.2). Partíamos de los vectores

q1 =
1

3








−2
1
0
2








,q2 =








0
0
1
0








,

que ya forman un conjunto ortonormal. Calculamos una base de su espacio
ortogonal 〈q1,q2〉⊥:

{ −2
3 x1 +1

3 x2 +2
3 x4 = 0,

x3 = 0.
⇒

{
x1 −1

2 x2 −x4 = 0,
x3 = 0.
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Entonces podemos escribir







x1 = 1
2 x2 +x4,

x2 = x2,
x3 = 0,
x4 = x4.

y obtenemos 〈q1,q2〉⊥ = 〈w3 =








1
2
1
0
0








,w4 =








1
0
0
1







〉.

Ahora aplicamos Gram-Schmidt al conjunto {w3,w4}:

q′
3 =w3,

q′
4 =w4 −λq′

3,

λ=
w4 •q′

3

q′
3 •q

′
3

=
2

5
,

q′
4 =








1
0
0
1







−

2

5








1
2
1
0
0







=










4/5

−2/5

0

1










.

Tras normalizar,

q3 =
1

∥
∥q′

3

∥
∥
q′

3 =










1/5
p

5

2/5
p

5

0

0










,q4 =
1

∥
∥q′

4

∥
∥
q′

4 =










4
15

p
5

−2/15
p

5

0

1/3
p

5










.

Propiedades del complemento ortogonal

Si M1,M2 son subespacios de un espacio vectorial euclídeo de dimen-
sión n, entonces

M
⊥⊥
1 =M1.

(M1 +M2)⊥ =M
⊥
1 ∩M

⊥
2 .

(M1 ∩M2)⊥ =M
⊥
1 +M

⊥
2 .

PRUEBA:
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Sea v ∈ M
⊥⊥
1 . Como V = M1 ⊕M

⊥
1 , entonces v =m+n, con m ∈ M1 y

n ∈M
⊥
1 . De aquí,

0= v •n=m•n+n•n=n•n⇒n= 0,

y tenemos que v ∈M1.

Observemos que

v ∈ (M1 +M2)⊥ ⇔ v⊥M1 +M2

⇔ v⊥M1 y v⊥M2

⇔ v ∈ (M⊥
1 ∩M

⊥
2 ).

Aplicamos lo anterior para obtener

(M⊥
1 +M

⊥
2 )⊥ =M

⊥⊥
1 ∩M

⊥⊥
2 =M1 ∩M2.

�

Ejemplo 6.10.3. Este teorema proporciona un método para el cálculo de la in-
tersección de dos variedades lineales. Consideremos los subespacios de R4 da-
dos por

U = 〈u1 =








1
2
1
2








,u2 =








0
1
0
1







〉,V = 〈v1 =








1
1
1
1








,v2 =








1
2
1
0







〉.

Calculamos en primer lugar U⊥ y V ⊥. El conjunto U⊥ es el espacio de solucio-
nes del sistema lineal homogéneo

{
x1 +2x2 +x3 +2x4 = 0,

x2 +x4 = 0,

por lo que calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz de
coeficientes:

(
1 2 1 2
0 1 0 1

)
rref−→

[
1 0 1 0

0 1 0 1

]

,







x1 = −x3,
x2 = −x4,
x3 = x3,
x4 = x4,

,

U⊥ = 〈u3 =








−1
0
1
0








,u4 =








0
−1

0
1







〉.
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Análogamente para V ⊥:

[
1 1 1 1

1 2 1 0

]

rref−→
[

1 0 1 2

0 1 0 −1

]

,







x1 = −x3 −2x4,
x2 = x4,
x3 = x3,
x4 = x4,

,

V ⊥ = 〈v3 =








−1
0
1
0








,v4 =








−2
1
0
1







〉.

Observemos que lo que se ha hecho es calcular el espacio nulo del espacio de
filas, tal como se indica en el teorema.

El subespacio vectorial U⊥+V ⊥ está generado por los vectores {u3,u4,v3,v4}.
Ahora tenemos en cuenta la relación U∩V = (U⊥+V ⊥)⊥, por lo que calculamos
el espacio ortogonal a este conjunto de vectores:

(
u3,u4,v3,v4

)t =










−1 0 1 0

0 −1 0 1

−1 0 1 0

−2 1 0 1










rref−→










1 0 0 −1

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 0 0










.

Entonces

U ∩V = (U⊥+V ⊥)⊥ = 〈w1 =








1
1
1
1







〉.

Teorema de descomposición ortogonal

Si Am×n es una matriz real,

Col(A)⊥ = null(At ) y null(A)⊥ = Col(At ).

PRUEBA: Tenemos las siguientes equivalencias:

x ∈ Col(A)⊥ ⇔x• Ay = 0 para todo y ∈Rn

⇔yt Atx= 0 para todo y ∈Rn , en particular los ei

⇔ Atx= 0

⇔x ∈null(At ).
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Con esto hemos probado la primera parte. Si se la aplicamos a At , obtenemos
Col(At )⊥ = null(A), y tomamos el complemento ortogonal a cada lado para ob-
tener la segunda. �

Igualdad de espacios nulos

Para dos matrices A y B de la misma forma,

null(A) = null(B) si y solamente si A
f∼ B.

PRUEBA: Podemos escribir que v ∈ null(A) ⇔ Av = 0⇔ v ∈ Col(At )⊥. En-

tonces Col(At ) = Col(B t ), que es lo mismo que decir A
f∼ B . �

Álgebra Lineal 219



Depto. de Álgebra

220 Álgebra Lineal



Capítulo 7

Autovalores y autovectores

7.1. Propiedades elementales

El objetivo en este tema es calcular una base respecto de la cual la aplica-
ción lineal representada por una matriz A sea lo más sencilla posible. Para el
estudio de sistemas dinámicos discretos nos permitirá averiguar el comporta-
miento de las potencias de una matriz. En estadística, averiguaremos la estruc-
tura de las matrices de covarianza.

Autovalores y autovectores

Para una matriz A de orden n×n, los escalares λ y los vectores xn×1 6= 0

que satisfacen
Ax=λx

se denominan autovalores y autovectores de A, respectivamente. El
conjunto de autovalores distintos, notado por σ(A), se denomina es-

pectro de A. Dado λ autovalor, el conjunto de autovectores asociados
es

{x 6= 0 |x ∈ null(λI − A)} = {x 6= 0 |x ∈null(A−λI )}.

Los autovalores también reciben el nombre de raíces características o latentes,
y algo análogo para los autovectores. Si v es un autovector, con λ su autovalor
asociado, nos referiremos a ellos como el autopar (λ,v). Al espacio null(λI − A)
lo notaremos por V1(λ), supuesta dada la matriz A. Contiene los autovectores
asociados al autovalor λ y el vector nulo; es un subespacio vectorial.
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Polinomio característico y ecuación característica

El polinomio característico de An×n es p(λ) = det(λI −A). El gra-
do de p(λ) es n, y su término líder es λn .

La ecuación característica de A es p(λ) = 0.

Ejemplo 7.1.1. El polinomio característico de la matriz

A =





1 −4 −4
8 −11 −8

−8 8 5





es

det(λI − A) =





λ−1 4 4
−8 λ+11 8

8 −8 λ−5





= (λ−1)(λ+3)2.

Autovalores como raíces

Los autovalores de A son las soluciones de la ecuación caracterís-
tica, esto es, las raíces del polinomio característico.

En su conjunto, A tiene n autovalores, pero algunos pueden ser
complejos (aunque A tenga entradas reales), y algunos autovalo-
res pueden estar repetidos.

Si A es una matriz real, entonces sus autovalores complejos no
reales vienen en pares conjugados, es decir, si λ ∈ σ(A) entonces
λ ∈σ(A), con la misma multiplicidad.

El polinomio característico es invariante para matrices semejan-
tes.

PRUEBA: La primera condición se tiene por la equivalencia entre el carácter
nulo del determinante de una matriz y la existencia de soluciones no triviales
de su espacio nulo. Las condiciones dos y tres son genéricas de polinomios.
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Para la última afirmación, sea B semejante a la matriz A; entonces existe P no
singular tal que B = P−1 AP , y

det(λI −B) = det(λI −P−1 AP ) = det(P−1(λI − A)P )

= det(P−1)det(λI − A)det(P ) = det(λI − A).

�

Dado un autovalorλ, todos los elementos no nulos de null(A−λI )= null(λI−
A) son autovectores asociados. Por ello, para calcularlos, debemos resolver un
sistema lineal homogéneo.

Ejemplo 7.1.2. Consideremos la matriz

A =
(

7 −4
5 −2

)

, y det(λI − A) = det

(
λ−7 4
−5 λ+2

)

= (λ−2)(λ−3).

Los autovalores sonλ1 = 2,λ2 = 3. Calculemos los espacios de autovectores aso-
ciados.

Para λ1 = 2,

A−λ1I =
(

5 −4
5 −4

)

→
(

1 −4/5
0 0

)

→
{

x1 = 4/5x2

x2 libre
→ null(A−λ1I )= 〈v1〉,

donde

v1 =
(

4/5
1

)

.

Para λ2 = 3,

A−λ2I =
(

4 −4
5 −5

)

→
(

1 −1
0 0

)

→
{

x1 = x2

x2 libre
→ null(A−λ2I )= 〈v2〉,

donde

v2 =
(

1
1

)

.

Ejemplo 7.1.3. Consideremos la matriz

A =
(

1 −1
1 1

)

, y det(A−λI ) = det

(
1−λ −1

1 1−λ

)

=λ2 −2λ+2

= (λ− (1+ i ))(λ− (1− i )).

Los autovalores son λ1 = 1+ i ,λ2 = 1− i . Calculemos los espacios de autovecto-
res asociados.
Para λ1 = 1+ i ,

A−λ1I =
(
−i −1

1 −i

)

→
(

1 −i

0 0

)

→
{

x1 = i x2

x2 libre
→null(A−λ1I ) = 〈v1〉,
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donde

v1 =
(

i

1

)

.

Para λ2 = 1− i ,

A−λ2I =
(

i −1
1 i

)

→
(

1 i

0 0

)

→
{

x1 =−i x2

x2 libre
→ null(A−λ2I )= 〈v2〉,

donde

v2 =
(
−i

1

)

.

Como vemos, el cálculo de autovalores conduce a la resolución de una ecua-
ción polinómica, lo que puede ser una tarea de difícil solución. No existe una
fórmula exacta para determinar, en general, las raíces de un polinomio de gra-
do n, por lo que se usan métodos iterados para obtener valores aproximados.

Nota 7.1.4. Si una matriz A es triangular (superior o inferior), sus autova-
lores son sus entradas diagonales.

Los autovalores y autovectores se modifican al efectuar transformaciones
elementales en una matriz (de fila o columna).

Sea A una matriz con autovalores λ1, . . . ,λn .

• Si k > 0 es un número natural, entonces la matriz Ak tiene como
autovalores λk

1 , . . . ,λk
n , con los mismos autovectores asociados.

• Si A es no singular, entonces A−1 tiene como autovaloresλ−1
1 , . . . ,λ−1

n ,
con los mismos autovectores asociados.

Multiplicidad algebraica y geométrica

Si λ es autovalor de A, llamamos

multiplicidad algebraica de λ a la multiplicidad de λ como raíz
del polinomio característico de A.

multiplicidad geométrica de λ a la dimensión del espacio
V1(λ) = null(A−λI ).

En general, si λi es autovalor de una matriz An×n , escribiremos mi para su
multiplicidad algebraica y qi para su multiplicidad geométrica. Es inmediato
que n =

∑r
i=1 mi , donde r es el número de autovalores distintos.

A lo largo de este tema, identificaremos una matriz A con la aplicación li-
neal inducida f sobre el espacio vectorial V =Rn o Cn .
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Desigualdad entre la multiplicidad algebraica y geométrica

Sea λ0 autovalor de A, y llamemos q0 a su multiplicidad geométrica, y
m0 a su multiplicidad algebraica.

1. q0 ≤ m0.

2. Si null(λ0I − A) = null(λ0I − A)2 entonces m0 = q0.

PRUEBA:

1. Consideremos una base B0 de V1(λ0), que tiene q0 vectores, y la prolon-
gamos a una base B de V . Entonces la matriz de la aplicación lineal res-
pecto a la nueva base B es de la forma

A′ =
(

D0 M

0 Q

)

, (7.1.1)

donde D0 es una matriz diagonal de orden q0 con entradas iguales a λ0.
El polinomio característico de f es igual entonces a (λ−λ0)q0 det(λI −Q),
por lo que la multiplicidad algebraica de λ0 es mayor o igual que q0.

2. Supongamos que el polinomio característico de la matriz Q en la expre-
sión (7.1.1) tiene el autovalor λ0, y q0 < m0. Sea a′ un autovector de Q

asociado a λ0. Entonces el vector

a=
(
0

a′

)

, coordenadas respecto a la base B,

es independiente de los q0 primeros vectores de la base B, que generan
a null(λ0I − A) (sus primeras q0 componentes son nulas). Escribamos

a=













0
...
0

aq0+1
...

an













en coordenadas respecto de la base B. Entonces

(λ0I −Q)






aq0+1
...

an




=






0
...
0




 .
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Observemos que null(λ0I−A′) = null(λ0I−A′)2. Por un lado, siz ∈null(λ0I−
A′), entonces (λ0I − A′)z = 0, y (λ0I − A′)(λ0I − A′)z = 0, de donde z ∈
null(λ0I − A′)2. Por otro, existe P no singular tal que A′ = PAP−1, y si
(λ0I−A′)2z = 0, entonces P (λ0I−A)2P−1z = 0, es decir, P−1z ∈null(λ0I−
A)2 = null(λ0I −A). Entonces (λ0I −A)(P−1z) = 0, y multiplicando a la iz-
quierda por P llegamos a (λ0I − A′)z = 0.

Tenemos que

(λ0I − A′)a=
(
λ0I −D0 −M

0 λ0I −Q

)













0
...
0

aq0+1
...

an













=













b1
...

bq0

0
...
0













.

Como únicamente aparecen componentes en las q0 primeras coordena-
das, el vector (λ0I −A′)a pertenece a null(λ0I −A′), esto es, a ∈ null(λ0I −
A′)2 = null(λ0I −A′), lo que es contradictorio con la elección de a. Enton-
ces todos los factores (λ−λ0) del polinomio característico de A′ están en
det(λI −M), y m0 = q0.

�

¿Qué ocurre con los autovectores asociados a autovalores distintos? La res-
puesta es que forman un conjunto linealmente independiente, esto es, siµ1, . . . ,µs

son autovalores de una matriz A, distintos dos a dos, y v1, . . . ,vs son autovec-
tores asociados respectivos, entonces {v1, . . . ,vs } es un conjunto linealmente
independiente.

La prueba es por inducción sobre s. Para s = 1 es trivial. Supongamos que
s > 1 y el resultado es válido para conjuntos de s −1 autovectores asociados a
autovalores distintos. Consideremos una combinación lineal

∑s
i=1αivi = 0. Si

aplicamos A, nos queda
∑s

i=1αiµivi = 0. Si multiplicamos la primera suma por
µs y le restamos la segunda obtenemos

∑s−1
i=1 αi (µs −µi )vi = 0. Por hipótesis de

inducción, los vectores v1, . . . ,vs−1 son linealmente independientes, por lo que
αi (µs −µi ) = 0, i = 1, . . . , s − 1. Como los autovalores son distintos, nos queda
α1 = ·· · =αs−1 = 0. Volvemos a la primera ecuación, y obtenemos αs = 0.

7.2. Matrices diagonalizables

Un problema fundamental en Álgebra Lineal es el siguiente: dado un una
aplicación lineal sobre un espacio vectorial de dimensión finita, calcular una
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base del espacio respecto de la cual la matriz de la aplicación sea lo más senci-
lla posible. Sabemos que las diferentes representaciones de una aplicación res-
pecto a las bases del espacio están relacionadas por la semejanza de matrices.
La cuestión, desde el punto de vista matricial, es dada una matriz A, encontrar
una matriz no singular P tal que P−1 AP sea lo más sencilla posible.

Hacemos bien en pensar que la forma más sencilla es una matriz diagonal.
Las que se pueden transformar reciben un nombre.

Matriz diagonalizable

Una matriz cuadrada An×n se dice diagonalizable si A es semejante a
una matriz diagonal.

Ejemplo 7.2.1. La matriz

A =
(

7 −4
5 −2

)

es diagonalizable, por que para

P =
(

4/5 1
1 1

)

se verifica P−1 AP =
(

2 0
0 3

)

.

La matriz

A =
(

0 1
0 0

)

no se puede transformar en una matriz diagonal. Observemos en primer
lugar que A2 = 0. Si existiera P no singular tal que P−1 AP = D, con D

diagonal, entonces

D2 = P−1 APP−1 AP = P−1 A2P = 0,

de donde D = 0, y llegaríamos a que A = 0.

Por tanto, si no todas las matrices se pueden transformar en una diagonal
mediante transformaciones de semejanza, ¿qué caracteriza a las que sí se pue-
de? Una respuesta se puede derivar fácilmente mediante el examen de la ecua-
ción

P−1 An×n P =








λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn








,
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que implica

A
(

P∗1 . . . P∗n

)

=
(

P∗1 . . . P∗n

)






λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn




 ,

o de manera equivalente,

(
AP∗1 . . . AP∗n

)

=
(
λ1P∗1 . . . λnP∗n

)

.

En consecuencia, AP∗ j =λ j P∗ j para cada j = 1, . . . ,n, lo que significa que (λ j ,P∗ j )
es un par autovalor-autovector de A. En otras palabras, P−1 AP = D implica que
P debe ser una matriz cuyas columnas constituyen un conjunto de autovecto-
res linealmente independientes, y D es una matriz diagonal cuyas entradas son
los autovalores correspondientes. El recíproco es inmediato, es decir, si exis-
te un conjunto linealmente independiente de n autovectores que usamos para
construir una matriz no singular P , y D es la matriz diagonal cuyas entradas
son los autovalores correspondientes, entonces P−1 AP = D.

Tenemos entonces que An×n es una matriz diagonalizable si y solamente
si existen n autovectores independientes, es decir

∑r
i=1 qi = n, donde qi es la

multiplicidad geométrica del autovalor λi . Como

r∑

i=1
qi = n =

r∑

i=1
mi , y qi ≤ mi ,

el carácter diagonalizable de A es equivalente a que para cada autovalor λi , i =
1, . . . ,r , la multiplicidad algebraica mi coincide con la multiplicidad geométrica
qi .

Lo escribimos a modo de sumario.

Diagonalización

An×n es diagonalizable si y solamente si A tiene un conjunto de
n autovectores linealmente independientes. Además, P−1 AP =
diag(λ1, . . . ,λn) si y solamente si las columnas de P son una base
del espacio formada por autovectores, y losλ j son los autovalores
asociados.

Para cada autovalor, la multiplicidad algebraica coincide con la
multiplicidad geométrica.
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Ejemplo 7.2.2. Consideremos la matriz

A =





1 −4 −4
8 −11 −8

−8 8 5



 ,

de polinomio característico (λ−1)(λ+3)2. Entoncesλ1 = 1,m1 = 1,λ2 =−3,m2 =
2. Vamos a calcular los espacios V1(λ1),V1(λ2).

λ1I − A =





0 4 4
−8 12 8

8 −8 −4



→





1 0 1/2
0 1 1
0 0 0



→







x1 =−1/2x3

x2 =−x3

x3 libre

→null(λ1I − A) = 〈v11〉, donde v11 =





−1/2
−1
1



 .

Para V1(λ2) tenemos

λ2I − A =





−4 4 4
−8 8 8

8 −8 −8



→





1 −1 −1
0 0 0
0 0 0



→
{

x1 = x2 +x3

x2, x3 libres

→ null(λ2I − A = 〈v21,v22〉, donde v21 =





1
1
0



 ,v22 =





1
0
1



 .

Entonces dimV1(λ1) = m1,dimV1(λ2) = m2, por lo que A es diagonalizable, y





1
−3

−3



= P−1 AP, donde P =
(
v11 v21 v22

)

=





−1/2 1 1
−1 1 0

1 0 1



 .

7.3. Lema de Schur

Lema de Schur

Sea A una matriz cuadrada con coeficientes complejos. Entonces existe
una matriz unitaria U tal que U−1 AU =U∗AU es triangular superior.

PRUEBA: La prueba es por inducción sobre la dimensión de V . Para n = 1
es trivial. Sea w1 un autovector asociado a un autovalor λ1 de A (sobre C tene-
mos garantía de su existencia), y lo normalizamos a v1. Ampliamos a una base
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Figura 7.1: I. Schur (1875-1941)

de Cn , y mediante Gram-Schmidt o la factorización QR obtenemos una base
ortonormal que tiene a v1 como primer vector (otra forma de obtener esta ba-
se ortonormal es mediante una matriz de Householder, tal como se hizo en el
ejemplo 6.7.1). Sea U1 la matriz del cambio de base, que es unitaria. Entonces

U−1
1 AU1 =








λ1 ∗ . . . ∗
0
... A1

0








.

Por hipótesis de inducción, existe V2 unitaria de dimensión n−1 tal que V−1
2 A1V2

es triangular superior. Sea

U2 =








1 0 . . . 0
0
... V2

0








.

Entonces U2 es unitaria, y U−1
2 (U−1

1 AU1)U2 es triangular superior. Para U =
U1U2 tenemos el resultado. �

Nota 7.3.1. Si los autovalores de la matriz A están en R, entonces se sigue de
la prueba que podemos construir U ortogonal tal que U t AU es triangular su-
perior. Basta observar en la prueba que las matrices unitarias empleadas son
ortogonales.
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Ejemplo 7.3.2. Consideremos la matriz

A =





2 1 0
1 2 0
0 1 2





con autovalores λ1 = 2,λ2 = 1,λ3 = 3. Calculamos el espacio de autovectores
para λ1:

λ1I − A =







0 −1 0

−1 0 0

0 −1 0







rref−→







1 0 0

0 1 0

0 0 0







, y un autovector es v1 =





0
0
1



 .

Observemos que v1 ya es unitario. Es inmediato ampliar a una base ortonor-
mal, con lo que obtenemos

U1 =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



 .

Entonces

U−1
1 AU1 =





2 0 1
0 2 1
0 1 2





y llamamos

A2 =
(

2 1
1 2

)

,

que sabemos que tiene como autovalores λ2,λ3. Calculamos el espacio de au-
tovectores de λ2 en la matriz A2:

λ2I − A2 =
[

−1 −1

−1 −1

]

rref−→
[

1 0

0 0

]

, y un autovector es w2 =
(
−1

1

)

.

El vectorw2 no está normalizado, por lo que construimosv2 = 1
‖w2‖w2 = 1p

2
w2.

Ahora debemos encontrar una base ortonormal de R2 que contenga a v2. Va-
mos a hacerlo de dos formas:

1. Mediante Gram-Schmidt. En primer lugar, calculamos el complemento
ortogonal de forma análoga al ejemplo 6.5.2.

〈v2〉⊥ ≡
{

− 1p
2

x1 + 1p
2

x2 = 0. ⇒
{

x1 = x2,
x2 = x2.
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Entonces

〈v1〉⊥ = 〈q′
2 =

(
1
1

)

〉,

y basta normalizar

q2 =
1

∥
∥q′

2

∥
∥
q′

2 =
(

1/
p

2
1/
p

2

)

,

para que {v1,q2} sea base ortonormal de R2.

2. Mediante Householder. En el caso de partir de un único vector, mediante
el cálculo de una matriz de Householder podemos encontrar la base. Sea
w= v2 −e1. Entonces

H(w) = I2 −
2

wtw
wwt =

(

−
p

2
2

p
2

2p
2

2

p
2

2

)

.

La primera columna es v2, y la segunda el vector que amplía a una base
ortonormal de R2.

En cualquier caso, hemos construido la matriz ortogonal

V2 =
(

1/
p

2 1/
p

2
−1/

p
2 1/

p
2

)

.

Entonces si

U2 =





1 0 0
0 1/

p
2 1/

p
2

0 −1/
p

2 1/
p

2





nos queda que

U−1
2 U−1

1 AU1U2 =





2 −1/
p

2 1/
p

2
0 1 0
0 0 3



 .

La matriz unitaria buscada es

U1U2 =





0 1/
p

2 1/
p

2
0 −1/

p
2 1/

p
2

1 0 0



 .

El teorema de triangulación de Schur asegura que toda matriz cuadrada A

es semejante mediante una transformación unitaria a una matriz triangular su-
perior, esto es, U∗AU = T . Pero incluso siendo A real, las matrices U y T serán
complejas si A tiene autovalores complejos conjugados. Sin embargo, las ma-
trices se pueden encontrar reales si permitimos bloques 2×2 en la diagonal. Se
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puede probar que si A ∈ Rn×n , existe una matriz ortogonal P ∈ Rn×n y matrices
reales Bi j tales que

P t AP =








B11 B12 . . . B1k

0 B22 . . . B2k
...

...
. . .

...
0 0 . . . Bkk








, donde B j j es 1×1 o 2×2.

Si B j j = [λ j ], entonces λ j es autovalor (real) de A, y si B j j es 2×2, entonces los
autovalores de B j j son complejos conjugados del espectro de A.

7.4. Teoremas espectrales

Matrices normales

Una matriz A ∈Cn×n es semejante a través de una matriz unitaria a una
matriz diagonal si y solamente si A∗A = A A∗, es decir, si A es una matriz
normal.

PRUEBA: Supongamos, en primer lugar, que A es una matriz normal. Por el
lema de Schur, existe una matriz unitariaU tal que U∗AU = T , con T triangular
superior. Entonces T ∗ =U∗A∗U , y

T T ∗ =U∗AUU∗A∗U =U∗A A∗U =U∗A∗AU = T ∗T.

Como T es triangular superior, el elemento (1,1) de T T ∗ es de la forma |t11|2 +
|t12|2 + ·· · + |t1n |2, pero el elemento (1,1) de T ∗T es |t11|2. Por tanto, todos los
elementos t1 j , j ≥ 2 son nulos, y podemos escribir

T =
(

t11 01×(n−1)

0(n−1)×1 T1

)

,

con T1 triangular superior. Entonces

T T ∗ =
(

|t11|2 01×(n−1)

0(n−1)×1 T1T ∗
1

)

= T ∗T =
(

|t11|2 01×(n−1)

0(n−1)×1 T ∗
1 T1

)

,

y, por inducción, llegamos a la conclusión de que T es diagonal.
Recíprocamente, si existe U unitaria tal que U∗AU = D, con D matriz dia-

gonal, entonces

A∗A =U D∗U∗U DU∗ =U D∗DU∗ =U DD∗U∗ = A A∗,
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y A es una matriz normal. �

Un corolario de lo anterior es que los espacios de autovectores de autovalo-
res distintos de una matriz normal son ortogonales entre sí. En efecto, sean λ1

y λ2 autovalores de una matriz normal A, con λ1 6= λ2. Sea U una matriz unita-
ria tal que U∗AU = D, con D diagonal. Entonces las columnas de U son auto-
vectores y forman una base ortonormal del espacio, por lo que los espacios de
autovectores asociados a λ1 y λ2 son de la forma V1(λ1) = 〈u1, . . . ,uq1〉,V1(λ2) =
〈v1, . . . ,vq2〉, con ui ,v j columnas distintas de la matriz U , que son ortogonales
entre sí. Entonces cada uno de los generadores de V1(λ1) es ortogonal a cada
uno de los generadores de V1(λ2), y tenemos lo que queríamos.

Ortogonalidad de los espacios de autovectores

Sea A una matriz normal. Entonces los espacios de autovectores aso-
ciados a autovalores distintos son mutuamente ortogonales.

Muchos tipos de matrices son normales. Entre ellas tenemos a las simétri-
cas reales y las hermitianas, las anti-simétricas reales y las anti-hermitianas, las
ortogonales y las unitarias. Todas ellas comparten las propiedades anteriores,
pero vamos a fijarnos un poco más en las simétricas reales y las hermitianas,
porque sus autovalores tienen algunas propiedades especiales.

Sea A simétrica real o hermitiana, y (λ,v) un par autovalor-autovector de A.
Entonces v∗v 6= 0, y Av =λv implica v∗A∗ =λv∗. Entonces

v∗Av =λv∗v,v∗A∗v =λv∗v,

y como A∗ = A, podemos restar y queda 0 = (λ−λ)v∗v. Dado que v∗v 6= 0, se
sigue que λ = λ. Por tanto los autovalores de una matriz simétrica real o una
hermitiana son reales.

Matrices hermitianas y simétricas

Las matrices simétricas reales y las hermitianas tienen autovalo-
res reales.

Una matriz A es real simétrica si y solamente si A es semejante de
forma ortogonal a una matriz diagonal real D, es decir, D = P t AP

con P ortogonal.
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Ejemplo 7.4.1. Sea A la matriz

A =







4 2 2

2 4 2

2 2 4







.

Como A es simétrica, el teorema espectral de matrices simétricas nos dice que
A es diagonalizable en R. Los autovalores son λ1 = 2,λ2 = 8, con multiplicida-
des algebraicas respectivas m1 = 2,m2 = 1.

Para λ1, el espacio de autovectores es

V1(λ1) = null(A−λ1I )⇒







2 2 2

2 2 2

2 2 2











x1

x2

x3



=





0
0
0



 .

Para resolver este sistema lineal homogéneo, calculamos la forma esca-
lonada reducida por filas de la matriz de coeficientes:







2 2 2

2 2 2

2 2 2







rref−→







1 1 1

0 0 0

0 0 0







,







x1 = −x2 −x3,
x2 = x2,
x3 = x3.

Entonces

V1(λ1) = 〈v11 =







−1

1

0







,v12 =







−1

0

1






〉.

Ahora aplicamos Gram-Schmidt a este conjunto para transformarlo en
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un conjunto ortonormal.

q′
11 = v11,

q′
12 = v12 −λ12q

′
11,λ12 =

v12 •q′
11

q′
11 •q

′
11

=
1

2
,

q′
12 =







−1/2

−1/2

1







,

q11 =
1

∥
∥q′

11

∥
∥
q′

11 =







−1/2
p

2

1/2
p

2

0







,

q12 =
1

∥
∥q′

12

∥
∥
q′

12 =







−1/6
p

6

−1/6
p

6

1/3
p

6







.

Para λ2, procedemos análogamente.

V1(λ2) = null(A−λ2I ) ⇒







−4 2 2

2 −4 2

2 2 −4











x1

x2

x3



=





0
0
0



 .

Para resolver este sistema lineal homogéneo, calculamos la forma esca-
lonada reducida por filas de la matriz de coeficientes:







−4 2 2

2 −4 2

2 2 −4







rref−→







1 0 −1

0 1 −1

0 0 0







,







x1 = x3,
x2 = x3,
x3 = x3.

Entonces

V1(λ2) = 〈v21 =







1

1

1






〉.

Observemos, como era de esperar, que V1(λ2) es un subespacio vectorial
ortogonal a V1(λ1), es decir, los vectoresv1i son ortogonales a los vectores
v2 j . De nuevo, aplicamos Gram-Schmidt a V1(λ2), pero aquí solamente
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tenemos que normalizar el vector v21:

q21 =
1

‖v21‖
v21 =







1/3
p

3

1/3
p

3

1/3
p

3







.

Por tanto, la matriz P =
(
q11 q12 q21

)

es una matriz ortogonal formada por
autovectores, por lo que

P t AP =







2 0 0

0 2 0

0 0 8







.

Ejemplo 7.4.2. Consideremos la matriz simétrica

A =










309
187 − 67

187
12
17 − 63

187

− 67
187

210
187

21
17

30
187

12
17

21
17 1/17 3

17

− 63
187

30
187

3
17

218
187










.

Sus autovectores son λ1 = 2,λ2 = 1,λ3 =−1, de multiplicidades algebraicas res-
pectivas m1 = 2,m2 = 1,m3 =−1. Los espacios de autovectores son:

Para λ1,

λ1I − A =










65
187

67
187 −12

17
63

187
67

187
164
187 −21

17 − 30
187

−12
17 −21

17
33
17 − 3

17

63
187 − 30

187 − 3
17

156
187










rref−→










1 0 −1 2

0 1 −1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0










.

Entonces

V1(λ1) = 〈v11 =










−2

1

0

1










,v12 =










1

1

1

0










〉.

Para λ2,

λ2I − A =










−122
187

67
187 −12

17
63

187

67
187 − 23

187 −21
17 − 30

187

−12
17 −21

17
16
17 − 3

17
63

187 − 30
187 − 3

17 − 31
187










rref−→










1 0 0 −1/3

0 1 0 1/3

0 0 1 0

0 0 0 0










.
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Entonces

V1(λ2) = 〈v21 =










1/3

−1/3

0

1










〉.

Para λ3,

λ3I − A =










−496
187

67
187 −12

17
63

187
67

187 −397
187 −21

17 − 30
187

−12
17 −21

17 −18
17 − 3

17

63
187 − 30

187 − 3
17 −405

187










rref−→










1 0 0 −4

0 1 0 −7

0 0 1 11

0 0 0 0










.

Entonces

V1(λ3) = 〈v31 =










4

7

−11

1










〉.

Sabemos que los espacios de autovectores de autovalores diferentes son mu-
tuamente ortogonales, pero los generadores de V1(λ1) calculados no lo son
en este caso. ¿Cómo podemos conseguirlo? Aplicamos Gram-Schmidt (QR) a
V1(λ1). Recordemos que con este procedimiento no nos salimos de la variedad
lineal. Por tanto, los vectores que calculemos seguirán siendo autovectores. En
este caso resulta

q′
1 = v11,

q′
2 = v12 −λ12q

′
1,

λ12 =
v12 •q′

1

q′
1 •q

′
1

=−
1

6
,

q′
2 =










1

1

1

0










+
1

6










−2

1

0

1










=










2/3

7/6

1

1/6










.

Tanto q′
1 como q′

2 son autovectores asociados al autovalor λ1. Para formar la

238 Álgebra Lineal



Depto. de Álgebra

matriz de paso ortogonal, solamente tenemos que normalizar:

q1 = 1
‖q′

1‖q
′
1 =










−1/3
p

6

1/6
p

6

0

1/6
p

6










,q2 = 1
‖q′

2‖q
′
2 =











2
51

p
102

7
102

p
102

1/17
p

102

1
102

p
102











,

q3 = 1
‖v21‖v21 =










1/11
p

11

−1/11
p

11

0

3/11
p

11










,q4 = 1
‖v31‖v31 =











4
187

p
187

7
187

p
187

−1/17
p

187

1
187

p
187











.

Por tanto, la matriz ortogonal

Q =
(
q1 q2 q3 q4

)

verifica que Q t AQ = diag(λ1,λ1,λ2,λ3).

Las matrices ortogonales y unitarias tienen autovalores complejos de mó-
dulo igual a 1, pues si Av = λv, entonces Av • Av = λλv •v = v •v, de donde
‖λ‖ = 1.

Ejemplo 7.4.3. Consideremos la matriz unitaria

U =








1/
p

2 0 −1/2 1/2
−1/

p
2 0 −1/2 1/2
0 1/

p
2 1/2 1/2

0 −1/
p

2 1/2 1/2








Tiene como autovalores a λ1 = 1, con m1 = 2, y dos autovalores complejos con-
jugados λ2,λ3. El espacio de autovectores asociado a λ1 es V1(λ1) = 〈v1,v2〉,
donde

v1 =








0,862856
−0,357407
−0,252725

0,252725








,v2 =








0,143356
−0,059380

0,655291
0,739267








Podemos calcular una base ortonormal de V1(λ1), que nos proporciona

w1 =








−0,862856
0,357407
0,252725

−0,252725








,w2 =








0
0

−0,707107
−0,707107








.
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Sea ahora A una matriz ortogonal de orden n, y vamos a probar que existe
una matriz P ortogonal tal que P t AP es una matriz diagonal por cajas de la
forma

P t AP =








U1

U2
. . .

Ur








, con Ui =
(

ai bi

−bi ai

)

, a2
i +b2

i = 1,2r = n.

La idea consiste en agrupar los autovalores conjugados y los autovectores co-
rrespondientes. En primer lugar, si (λ,v) es un par autovalor/autovector, con
λ real, entonces λ = ±1. Basta tomar entonces a = ±1,b = 0. Consideremos
entonces un autovalor λ= a+bi ,b 6= 0, con v autovector unitario asociado. En-
tonces Av =λv, y si conjugamos esta igualdad obtenemos Av =λv, dondev es
el vector que se obtiene al conjugar todas las componentes de v. Expresemos
v = v1 +v2, donde v1,v2 son ahora vectores de componentes reales. Entonces
v = v1 − iv2, y

Av = Av1 + i Av2 = (a+ ib)(v1 + iv2) = (av1 −bv2)+ i (bv1 +av2),

de donde
Av1 = av1 −bv2, Av2 = bv1 +av2. (7.4.1)

Por otro lado, sabemos que v y v son ortogonales con el producto escalar com-
plejo, es decir v∗v = 0. Entonces

0 = (v1 − iv2)∗(v1 + iv2) = (vt
1 + ivt

2)(v1 + iv2) = (vt
1v1 −vt

2v2)+2ivt
2v1.

Esto significa que vt
2v1 = 0, es decir, son ortogonales con el producto escalar

real, y que ‖v1‖ = ‖v2‖. Si normalizamos tanto v1 como v2, y llamamos wi =
1

‖vi‖vi , i = 1,2, la ecuación 7.4.1 queda como

Aw1 = aw1 −bw2, Aw2 = bw1 +aw2. (7.4.2)

La idea es sustituir cada par de autovectores conjugados (v,v) por (w1,w2). Fal-
ta comprobar que estos vectores forman una base ortonormal del espacio. Ya
hemos visto que son ortogonales entre sí. Por ello, consideremos dos autovec-
tores xx1 + ix2,y = y1 + iy2 de A asociados a autovalores distintos. Sabemos
que son ortogonales, por lo que

0 =y∗x= (yt
1x1 +yt

2x2)+ i (yt
1x2 −yt

2x1).

Por otro lado, x y y son también ortogonales, de donde

0 =y∗x= (yt
1x1 −yt

2x2)− i (yt
1x2 +yt

2x1).
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De las identidades yt
1x1 + yt

2x2 = 0,yt
1x1 − yt

2x2 = 0 se deduce que yt
1x1 =

yt
2x2 = 0. Análogamente,yt

1x2 =yt
2x1 = 0. En resumen, los vectoresx1,x2,y1,y2

son ortogonales dos a dos. Por ello, al considerar los vectores normalizados pro-
cedentes de cada autovector, obtenemos una base ortonormal del espacio, y la
matriz de la aplicación lineal respecto de esta nueva base es de la forma reque-
rida.

Ejemplo 7.4.4. Consideremos la matriz

A =










1 0 0 0 0
0 3/5 0 −4/5 0
0 0 3/5 0 4/5
0 4/5 0 3/5 0
0 0 −4/5 0 3/5










Los autovalores de la matriz A son λ1 = 1,λ2 = 3/5+4/5i ,λ3 = 3/5−4/5i . En-
tonces

V1(λ1) =







x2 = 0
x3 = 0
x4 = 0
x5 = 0

= 〈w1 = (1,0,0,0,0)t〉

V1(λ2) =







x1 = 0
x2 = i x4

x3 = i x5

=φ(w2 = (0,0,1,0, i )t ,w3 = (0, i ,1,1, i )t 〉.

V1(λ3) =







x1 = 0
x2 =−i x4

x3 =−i x5

=φ(w4 = (0,0,1,0,−i )t ,w5 = (0,−i ,1,1,−i )t 〉.

Para el autovalor real λ1 tomamos v11 = (1,0,0,0,0)t . Para el autovalor com-
plejo λ2, consideramos la parte real y la parte imaginaria de sus autovectores
asociados. Sean

w2 =w21 + iw22,w21 = (0,0,1,0,0)t ,w22 = (0,0,0,0,1)t ,

w3 =w31 + iw32,w31 = (0,0,1,1,0)t ,w32 = (0,1,0,0,1)t .

Vemos que los vectores procedentes de los diferentes espacios de autovectores
son ortogonales entre sí. Debemos aplicar Gram-Schmidt a estos vectores para
obtener unos ortonormales. Tras el proceso nos queda

v2 = (0,0,1,0,0)t ,v3 = (0,0,0,0,1)t ,v4 = (0,0,0,1,0)t ,v5 = (0,1,0,0,0)t .
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Entonces la matriz de paso P =
(
v1 v2 v3 v4 v5

)

es ortogonal, y

P t AP =










1 0 0 0 0
0 3/5 4/5 0 0
0 −4/5 3/5 0 0
0 0 0 3/5 −4/5
0 0 0 4/5 3/5










.

7.5. Formas cuadráticas

Las formas cuadráticas juegan un papel importante en inferencia estadísti-
ca. Nos aparecerán al considerar ciertas expresiones de variables aleatorias que
siguen una distribución normal o al tratar con matrices de covarianza.

El tratamiento que seguiremos se restringe a matrices reales, aunque admi-
te una generalización natural para el caso complejo.

7.5.1. Definición y propiedades elementales

Forma cuadrática

Sea An×n una matriz real. La función f : Rn →R definida por

f (x) =xt Ax=
n∑

i=1

n∑

j=1
ai j xi x j

se denomina forma cuadrática.

Ejemplo 7.5.1. Consideremos la matriz

A =





1 −1 0
0 1 2
2 2 3



 .

Entonces la forma cuadrática que se obtiene a partir de A es

f (x) =xt Ax=
(

x1 x2 x3
)





1 −1 0
0 1 2
2 2 3









x1

x2

x3





=
(

x1 +2x3 −x1 +x2 +2x3 2x2 +3x3
)





x1

x2

x3





= x2
1 −x1x2 +2x1x3 +x2

2 +4x2x3 +3x2
3 .
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Observemos que siempre se tiene que xt Ax=xt
(1

2 (A+ At )
)

x, y que la ma-
triz B = 1

2 (A + At ) es simétrica. Por este motivo, siempre se puede asociar una
forma cuadrática con una matriz simétrica. Por ejemplo, en el caso anterior

f (x) = x2
1 −x1x2 +2x1x3 +x2

2 +4x2x3 +3x2
3 =xt





1 −1/2 1
−1/2 1 2

1 2 3



x.

Tenemos entonces una correspondencia biyectiva entre las formas cuadráticas
y las matrices simétricas. Nuestro objetivo es extraer propiedades de la forma
cuadrática a partir de la matriz simétrica asociada.

Tipos de formas cuadráticas

Sea f : Rn →R una forma cuadrática.

f es definida positiva si f (x) > 0 para todo x 6= 0.

f es semidefinida positiva si f (x) ≥ 0 para todo x y existe u 6= 0

tal que f (u) = 0.

f es definida negativa si f (x)< 0 para todo x 6= 0.

f es semidefinida negativa si f (x) ≤ 0 para todo x y existe u 6= 0

tal que f (u) = 0.

f es indefinida si existeu tal que f (u) > 0 y existev tal que f (v) <
0.

Ejemplo 7.5.2. Es importante tener presente la dimensión en la que la forma
cuadrática está definida.

1. La forma f1 : R3 →R dada por f1(x) = x2
1 +x2

2 +x2
3 es definida positiva.

2. La forma f2 : R4 →Rdada por f2(x) = x2
1+x2

2+x2
3 es semidefinida positiva,

pues f2(e4) = 0.

3. La forma g1 =− f1 es definida negativa.

4. La forma g2 =− f2 es semidefinida negativa.

5. La forma h : R2 → R definida como h(x) = x2
1 − x2

2 es indefinida, pues
h(e1) > 0,h(e2) < 0.
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Una matriz simétrica A es definida positiva si la forma cuadrática asociada
lo es. Por tanto, la condición es equivalente a que xt Ax> 0 para todo x 6= 0.

Nota 7.5.3. Sea B una matriz de orden p×n, con p ≤ n y rango(B) = p. Entonces
la matriz BB t es simétrica (inmediato) y definida positiva; en efecto, sea vn×1 6=
0. Como rango(B t ) = p, se tiene que null(B t ) = 0 y esto implica que B tv 6= 0.
Entonces

vt BB tv =wtw> 0, donde w= B tv.

Si A es una matriz de orden m ×n,m ≥ n y rango(A) = n, entonces, de forma
análoga, At A es simétrica y definida positiva. En ambos casos, si el rango no
es máximo, obtenemos matrices semidefinidas positiva. Estas matrices apare-
cen al tratar la covarianza de variables aleatorias y en el ajuste de puntos por
mínimos cuadrados.

Propiedades elementales de las matrices simétricas definidas
positiva

Sea A una matriz simétrica definida positiva. Se verifica que

1. A es no singular.

2. A−1 es simétrica definida positiva.

3. Los elementos diagonales ai i son todos positivos.

4. traza(A) > 0.

5. Si B es semidefinida positiva, entonces A+B es definida positiva.

7.5.2. Caracterización por los autovalores

Sabemos que los autovalores de una matriz simétrica son reales. Esto per-
mite dar otra caracterización del carácter definida positiva.
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Caracterización por los autovalores

Sea An×n una matriz simétrica.

A es definida positiva si y solamente si todos los autovalores de A

son positivos.

A es semidefinida positiva si y solamente si sus autovalores son
no negativos y alguno es nulo.

A es indefinida si y solamente si la matriz A tiene algún autovalor
positivo y otro negativo.

PRUEBA: Por el teorema espectral para las matrices simétricas, existe P ma-
triz ortogonal tal que P t AP = D, con D matriz diagonal y los autovalores λi

en las posiciones de la diagonal; entonces A = PDP t . Sea λ autovalor de A y v

autovector asociado. Si A es definida positiva, se tiene que vt Av > 0, y en este
caso

0 < vt Av = vtλv =λ(vtv) =λ‖v‖2 , de donde λ> 0.

Recíprocamente, supongamos que los autovalores λi son positivos. Dado u 6=
0, obtenemos

ut Au=ut PDP tu=wt Dw =
n∑

i=1
λi w 2

i > 0, donde w = P tu.

Observemos que w 6= 0, pues P es una matriz no singular. Las restantes equi-
valencias se prueban de forma análoga. �

Una matriz simétrica definida positiva (negativa) es no singular.

Una matriz simétrica semidefinida positiva (negativa) es singular.

Una matriz simétrica definida positiva tiene una única raíz cuadrada.

La prueba anterior muestra un método para diagonalizar una forma cua-
drática a partir del teorema espectral.
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Autovalores de BB t y B t B

Sea B una matriz de orden m ×n y rango(B) = r . Entonces

1. Las matrices BB t y B t B tienen los mismos r autovalores no nulos
λ j , j = 1, . . . ,r .

2. Si v es un autovector unitario de B t B asociado al autovalor λ en-
tonces el vectoru= 1p

λ
Bv es autovector unitario de BB t asociado

al autovalor λ.

PRUEBA: La matriz B t B es cuadrada de orden n y BB t es cuadrada de orden
m. Ambas son simétricas y semidefinidas negativas, de rango igual al de B . Por
tanto, tienen r autovalores no nulos. Sea λ un autovalor no nulo de B t B , y v un
autovector asociado. Entonces B t Bv = λv y BB t Bv = λBv. Sea wm×1 = Bv. Si
w = 0, entonces tendríamos que 0B tw = λv, lo que implicaría que λ = 0. En-
tonces w 6= 0 y w es autovector asociado a λ de la matriz BB t . La otra inclusión
es similar.

Comow = Bv es autovector de BB t , entonces cualquier vector no nulo pro-
porcional también lo es, como u= 1p

λ
Bv. Si v es unitario, entonces

utu=
1
p
λ
vt B t 1

p
λ

Bv =
1

λ
vt B t Bv =

1

λ
λvtv = 1.

�

7.5.3. Factorización de Cholesky

Nuestro objetivo es probar que las matrices simétricas definidas positiva
tienen una factorización que será de gran utilidad cuando estudiemos mínimos
cuadrados.

Sea A una matriz simétrica de orden n, definida positiva, y X una matriz
de orden n ×m,n ≥ m, y rango(X ) = m. Entonces X t AX es simétrica definida
positiva.

En primer lugar, el carácter simétrico se deduce de (X t AX )t = X t At X =
X t AX .

Supongamos que tenemos un sistema de la forma Xx= 0. El vector x tiene
m componentes. Como rango(X ) = m = número de incógnitas, este sistema
tiene solución única, que es necesariamente x= 0. Expresado de otra forma, si
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v es un vector no nulo, entonces Xv 6= 0. Así,

vt (X t AX )v = (Xv)t A(Xv) > 0.

Nos fijamos ahora en unas submatrices especiales de la matriz A. Una subma-

triz principal de orden k de A es una matriz formada por las filas y columnas
i1, i2, . . . , ik . Gráficamente la podemos ver como una submatriz que se apoya en
la diagonal principal de A. Por ejemplo, si

A =








4 1 −1 0
1 3 −1 0

−1 −1 5 2
0 0 2 4








y escogemos i1 = 1, i2 = 3, i3 = 4, entonces

B =





4 −1 0
−1 5 2

0 2 4



 .

Submatrices principales

Si A es simétrica definida positiva, entonces toda submatriz principal
de A es simétrica definida positiva.

PRUEBA: Sea B la submatriz principal de orden k de A formada por las filas
(y columnas) i1, i2, . . . , ik . Basta aplicar el resultado anterior a una matriz X de
orden n ×k con el vector ei j

en la columna i j . �

En particular, cada elemento diagonal de A es positivo. Por ejemplo, para
extraer la submatriz principal de A formada por las n −1 últimas filas y colum-
nas de A tomaremos

X =
(

0
In−1

)

.

Factorización de Cholesky

Sea An×n una matriz simétrica definida positiva. Entonces existe Rn×n

triangular superior, con entradas diagonales positivas, tal que A = R t R .
A esta descomposición se la conoce como factorización de Cholesky

de A.
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PRUEBA: La prueba es por inducción sobre n, el orden de la matriz A. Para
n = 1, tenemos que A = (a), a > 0, y basta tomar R = (

p
a) y U = (

p
a). Suponga-

mos el resultado cierto para n−1, es decir, si A′ es una matriz simétrica definida
positiva de orden n − 1, existe R1 triangular superior con entradas diagonales
positivas tal que A1 = R∗

1 R1. Sea entonces n > 1; como a11 > 0, podemos usarlo
como pivote en la eliminación gaussiana. En concreto, expresamos la matriz A

como

A =
(

a11 w∗

w A1

)

.

Entonces

L1 A =
(

1 0
t

− 1
a11

w I

)(
a11 w∗

w A1

)

=
(

a11 w∗

0 − 1
a11

ww∗+ A1

)

.

Por el carácter simétrico de A, podemos hacer también ceros en la primera fila
con una transformación similar:

L1 AL∗
1 =

(
a11 w∗

0 − 1
a11

ww∗+ A1

)(
1 w∗

0 In−1

)

=
(

a11 0
t

0 − 1
a11

ww∗+ A1

)

.

Como L1 es una matriz triangular, con entradas en la diagonal iguales a 1, es
no singular. Por la proposición anterior, la matriz L1 AL∗

1 es simétrica definida
positiva, y la submatriz inferior− 1

a11
ww∗+A1 es simétrica definida positiva, de

orden n−1. Por la hipótesis de inducción, existe una matriz R1 triangular supe-
rior con entradas diagonales positivas tal que − 1

a11
ww∗+ A1 = R∗

1 R1. Podemos
escribir entonces

L1 AL∗
1 =

( p
a11 0

t

0 R∗
1

)( p
a11 0

t

0 R1

)

= R∗
2 R2,

donde R2 es una matriz triangular superior. Se deduce que A= L−1
1 R∗

2 R2(L∗
1 )−1 =

R∗R , con R = R2(L∗
1 )−1, que es triangular superior, con entradas diagonales po-

sitivas.
�

Es fácil ver que si A tiene una factorización de Cholesky, entonces es simé-
trica definida positiva. Si fijamos los signos de las raíces cuadradas, entonces la
matriz R es única.

La factorización de Cholesky es, en el fondo, una eliminación gaussiana,
con una pequeña modificación con respecto a los pivotes. La matriz de salida
R es la forma triangular que queda en la eliminación gaussiana, salvo un factor.

El algoritmo de cálculo se puede expresar como
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R = A.
for k = 1 to n

for j = k +1 to n

r [ j , j : n] = r [ j , j : n]−
r [k, j : n]r [k, j ]/r [k,k]

end for
r [k,k : n] = r [k,k : n]/

√

r [k,k]
end for

No es necesario verificar de partida si la matriz A es definida positiva. Si en
el algoritmo obtenemos un pivote negativo, ya no puede ser definida positiva.
Si llegamos a un pivote nulo, entonces es que la matriz de partida es singular.

Coste de la factorización de Cholesky

Sea A una matriz simétrica definida positiva, de orden n ×n. Entonces
la factorización de Cholesky precisa del orden de

1

3
n3 flops,

esto es, del orden de la mitad de la eliminación gaussiana.

Ejemplo 7.5.4. Sea

A =








4 1 −1 0
1 3 −1 0

−1 −1 5 2
0 0 2 4








.

Evidentemente es una matriz simétrica. El carácter definida positiva lo extrae-
remos del propio algoritmo. Procedemos como si calculásemos la eliminación
gaussiana.
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A =








4 1 −1 0
1 3 −1 0

−1 −1 5 2
0 0 2 4








F2 − 1
4 F1

F3 + 1
4 F1

−−−−−−−−→








4 1 −1 0
0 11/4 −3/4 0
0 −3/4 19/4 2
0 0 2 4








F3 + 3
11 F2

−−−−−−−−→








4 1 −1 0
0 11/4 −3/4 0
0 0 50/11 2
0 0 2 4








F4 − 11
25 F3

−−−−−−−−→








4 1 −1 0
0 11/4 −3/4 0
0 0 50/11 2
0 0 0 78/25








.

Observemos que todos los pivotes son positivos. Ahora dividimos cada fila por
la raíz cuadrada del pivote correspondiente. En nuestro caso, la primera fila hay

que dividirla por 2, la segunda fila por
p

11
2 , la tercera por

√
50
11 , y la cuarta por

√
78
25 .








4 1 −1 0
0 11/4 −3/4 0
0 0 50/11 2
0 0 0 78/25








E2(1,
√

1
4 )

E2(2,
√

4
11 )

E2(3,
√

11
50 )

E2(4,
√

25
78 )

→ R =








2 1
2 −1

2 0
0 1

2

p
11 − 3

22

p
11 0

0 0 5
11

p
22 1

5

p
22

0 0 0 1
5

p
78








.

Es fácil comprobar que A = R t R .

Nota 7.5.5. Si A es simétrica definida positiva, la factorización de Cholesky de A

nos permite escribir A = R t R , con R triangular superior. Sabemos que es posi-
ble escoger los elementos diagonales de R mayores que cero. Vamos a ver que,
en tal caso, la matriz R es única.

En efecto, supongamos que A = R t
1R1 = R t

2R2, con Ri , i = 1,2 matrices trian-
gulares superiores con elementos diagonales positivos. Entonces (R t

2)−1R t
1 =

R2R−1
1 . La parte derecha de esta igualdad es una matriz triangular inferior, con

elementos diagonales positivos, y la parte izquierda es una matriz triangular
superior con elementos diagonales positivos. Entonces, (R t

2)−1R t
1 = R2R−1

1 =
D = diag(d1, . . . ,dn) es una matriz diagonal con elementos positivos.

Por un lado, D = R2R−1
1 , y por otro, D = (R t

2)−1R t
1 = (R−1

2 )t R t
1 = (R1R−1

2 )t =
(D−1)t . Entonces, para cada i = 1, . . . ,n se verifica que di = 1

di
, de donde di =

1, i = 1, . . . ,n. En definitiva, D = In y R1 = R2.
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7.5.4. Caracterización por los menores principales

Existe un criterio basado en determinantes de ciertas submatrices para ca-
racterizar a una matriz simétrica definida positiva. Dada An×n una matriz, no-
taremos por Ak la submatriz de A formada por las primeras k filas y columnas
de A. Por ejemplo, A1 = a11 y An = A.

Menores principales positivos

Sea An×n una matriz simétrica y denotemos por Ak la submatriz prin-
cipal de orden k.

A es definida positiva si y solamente se det(Ak ) > 0 para todo k =
1, . . . ,n.

A es semidefinida positiva si y solamente si det(Ak ) ≥ 0 para todo
k = 1, . . . ,n y det(A j ) = 0 para algún j .

PRUEBA: Haremos uso de la demostración usada en la factorización de
Cholesky. En primer lugar, si A es una matriz cualquiera y L es una matriz aso-
ciada a una trasformación elemental de tipo I, entonces la matriz B = L ALt

verifica que det(A j ) = det(B j ), j = 1,2, . . . ,n, donde B j es la submatriz principal
de orden j de B . Es inmediato por la invariancia del determinante por dichas
trasformaciones.

Supongamos que A es simétrica definida positiva. Sabemos que todas sus
submatrices principales son definidas positiva. Probemos el resultado por in-
ducción sobre n. Para n = 1, la matriz A se reduce al escalar a11, que es positivo.
Supongamos que el resultado es cierto para n−1. Tal como hacíamos en la fac-
torización de Cholesky, escribamos

A =
(

a11 wt

w A1

)

.

y consideremos la matriz

L1 =
(

1 0
t

− 1
a11

w I

)

.

Esta matriz es el producto de matrices de tipo I con coeficientes en la primera
columna. Por tanto, la matriz B = L1 ALt

1 verifica que det(Bk) = det(Ak ), como
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hemos comentado al principio. El efecto sobre la matriz A es obtener ceros en
la primera columna y en la primera fila; en concreto,

L1 ALt
1 =

(
a11 0

t

0 − 1
a11

wwt + A1

)

.

Como L1 es una matriz triangular, con entradas en la diagonal iguales a 1, es
no singular, por lo que B es simétrica definida positiva y la submatriz principal
A′ =− 1

a11
wwt + A1 de orden n −1 es simétrica definida positiva. Por hipótesis

de inducción, para cada k = 1, . . . ,n−1, los determinantes det(A′
k

) son positivos.
Dado que det(B j ) = a11 det(A′

j−1, tenemos el resultado.
Recíprocamente, supongamos que det(A j ) > 0 para todo j = 1,2, . . . ,n. Esto

implica que en el proceso de la factorización de Cholesky siempre vamos a en-
contrar que el elemento diagonal del paso j -ésimo es mayor que cero, es decir,
es posible calcular R matriz triangular superior tal que A = R t R y los elementos
diagonales ri i > 0, y sabemos entonces que A es definida positiva. �

Ejemplo 7.5.6. Consideremos la matriz simétrica

A =







5 3 5

3 4 4

5 4 4







.

Entonces

det(A1) = 5,det(A2) = det

(
5 3
3 4

)

= 11,det(A3) = det(A) =−16,

por lo que A no es definida positiva.

Ejemplo 7.5.7. Para cada n ≥ 1, se define la matriz de Hilbert Hn como

Hn =
(

1

i + j −1

)

, con i , j = 1, . . . ,n.

Por ejemplo,

H2 =
(

1 1
2

1
2

1
3

)

, H3 =





1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5



 .

Por la definición, Hn es una matriz simétrica, y la submatriz de Hn formada por
las k primeras filas y columnas es Hk . Nuestro objetivo es probar que la matriz
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Hn es definida positiva. Para ello, basta ver que para cada m ≥ 1, el determi-
nante de Hm es positivo, pues la caracterización por los menores principales
implica el resultado.

Consideramos un problema más general, pero que permite resolver lo an-
terior de manera sencilla. Sean a1, . . . , an ,b1, . . . ,bn números cualesquiera, con

ai +b j 6= 0, y definimos la matriz de orden n dada por A =
(

1
ai+b j

)

. Entonces

det(A) =
n∏

j ,k=1
j>k

(a j −ak )(b j −bk )
1

∏n
j ,k=1(a j +bk )

.

La matriz de Hilbert corresponde al caso ai = i ,b j = j −1, por lo que para j > k

se verifica que a j −ak = j −k > 0,b j −bk = j −1−k +1 > 0, y det(Hm) > 0 para
todo m.

La prueba del resultado para la matriz A es por inducción sobre la dimen-
sión. Para n = 1 es inmediato. Supongamos el resultado cierto para una matriz
de dicho tipo con dimensión n − 1. Efectuamos operaciones elementales que
conservan el valor del determinante. En primer lugar, restamos a cada una de
las filas 1,2, . . . ,n −1 la última. Observemos que

1

ai +b j
−

1

an +b j
=

an −ai

(ai +b j )(an +b j )
,

por lo que podemos extraer de las columnas los factores respectivos

1

an +b1
,

1

an +b2
, . . . ,

1

an +bn−1
,

1

an +bn
,

y de las filas los factores respectivos

an −a1, an −a2, . . . , an −an−1,1.

El determinante que queda tiene la forma

det











1
a1+b1

1
a1+b2

. . . 1
a1+bn

1
a2+b1

1
a2+b2

. . . 1
a2+bn

...
...

. . .
...

1
an−1+b1

1
an−1+b2

. . . 1
an−1+bn

1 1 . . . 1











.

Ahora restamos a cada una de las columnas 1,2, . . . ,n −1 la última columna, y
sacamos de las columnas y las filas los factores respectivos

bn −b1,bn −b2, . . . ,bn −bn−1,1,
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y
1

a1 +bn
,

1

a2 +bn
, . . . ,

1

an−1 +bn
,1.

Se desarrolla el determinante por la última fila, y se obtiene el determinante de
una matriz de la misma forma que A, pero de orden n −1. Aplicamos entonces
la hipótesis de inducción, y obtenemos el resultado.

7.5.5. * Raíz cuadrada

Raíz cuadrada de una matriz hermitiana definida positiva

Sea A una matriz hermitiana definida positiva. Entonces existe una úni-
ca matriz S hermitiana definida positiva tal que S2 = A.

PRUEBA: Sea A una matriz hermitiana definida positiva de orden n. Por el
teorema espectral, existe P unitaria tal que P∗AP = D, con D matriz diagonal,
y elementos λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λn > 0. Sea D1/2 la matriz diagonal con entradas
√

λi , i = 1,2, . . . ,n. Entonces D1/2D1/2 = D y la matriz S = PD1/2P∗ verifica que

S2 = PD1/2P∗PD1/2P∗ = PDP∗ = A, y además es hermitiana.

de donde tenemos la existencia. Veamos ahora la unicidad. Sea R una matriz
hermitiana definida positiva tal que R2 = A. Entonces los autovalores de R son
√

λi , i = 1,2, . . . ,n. Existe Q matriz unitaria tal que Q∗RQ = D1/2, y A = R2 =
QDQ∗. Queremos probar que R = S. Para ello, observemos que

S = PD1/2P∗,R =QD1/2Q∗,R2 =QDQ∗ = A = PDP∗ = S2.

Si probamos que la igualdad QDQ∗ = PDP∗ implica la igualdad QD1/2Q∗ =
PD1/2Q∗ tendremos el resultado. Partimos entonces de la igualdad QDQ∗ =
PDP∗, lo que implica que P∗QDQ∗P = D. Sea M = P∗Q, que es una matriz uni-
taria. Entonces MDM∗= D, o bien MD = DM . Debemos probar que MD1/2M∗ =
D1/2, con lo que tendremos el resultado.

Sea M =
(
u1 u2 . . . un

)

. Como D =
(
λ1e1 λ2e2 . . . λnen

)

, se ve-
rifica que

MD = M
(
λ1e1 λ2e2 . . . λnen

)

=
(
λ1u1 λ2u2 . . . λnun

)

,

DM =
(

Du1 Du2 . . . Dun

)

,
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por lo que Dui = λiui , i = 1,2, . . . ,n. Por tanto, las columnas de M son auto-
vectores de la matriz D. Sean µ1,µ2, . . . ,µs los autovalores distintos de D, con
µ1 >µ2 > ·· · >µs > 0. Entonces, para ciertos valores r1, . . . ,rs se tiene que

u1, . . . ,ur1 ∈ V1(µ1) = 〈e1, . . . ,er1〉,
ur1+1, . . . ,ur1+r2 ∈ V1(µ2) = 〈er1+1, . . . ,er1+r2〉,

...

ur1+···+rs+1, . . . ,un ∈ V1(µs) = 〈er1+···+rs+1, . . . ,en〉.

Esto implica que M se puede particionar en la forma

M =








M1

M2
. . .

Ms








, con cada Mi unitaria.

Entonces

MD1/2M∗ =








M1

M2
. . .

Ms















p
µ1I p

µ2I
. . .

p
µs I















M∗
1

M∗
2

. . .
M∗

s








=








p
µ1M1 p

µ2M2
. . .

p
µs Ms















M∗
1

M∗
2

. . .
M∗

s







= D1/2,

como queríamos demostrar. �

7.5.6. * Distancia de Mahalanobis

Supongamos que queremos calcular la distancia entre dos vectoresx y µ en
Rm , donde x es una observación de una distribución con vector de media µ y
matriz de covarianza Ω. Si queremos tener en cuenta el efecto de la covarianza,
la distancia euclídea no sería apropiada, a menos que Ω = Im . Por ejemplo, si
m = 2 y Ω = diag(0,5,2) entonces un valor grande de (x1 −µ1)2 sería más sor-
prendente que ese mismo valor en (x2 −µ2)2, porque la varianza de la primera
componente de x es menor que la varianza de la segunda componente. Por
ello, parece razonable definir una distancia que ponga más peso en (x1 −µ1)2

que en (x2 −µ2)2. Así, definimos la función distancia como

dΩ(x,µ)= ((x−µ)t
Ω

−1(x−µ))1/2.
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ComoΩ es definida positiva, la función anterior define una distancia, pues Ω−1

también es definida positiva. Esto es equivalente a probar que la aplicación
‖u‖Ω =ut

Ω
−1u es una norma. Esta distancia se usa en análisis discriminante,

y la encontramos en el exponente de la función de densidad normal multiva-
riante: si x∼ Nm(µ,Ω) entonces su función de densidad es

f (x) =
1

(2π)m/2 det(Ω)1/2
exp

{

−
1

2
(x−µ)t

Ω
−1(x−µ)

}

,

para todo x ∈Rm .

Esta distancia recibe el nombre de distancia de Mahalanobis. Está relacio-
nada con la euclídea a través de una transformación lineal. Supongamos que
tenemos varios vectores x1, . . . ,xr en R3, que son observaciones de distribucio-
nes, que comparten la misma matriz de covarianza Ω. Si estamos interesados
en cómo estos vectores difieren de los demás, entonces un dibujo en R3 puede
ayudar. Sin embargo, por lo que hemos visto antes, si Ω no es la matriz identi-
dad, la distancia euclídea no es adecuada, por lo que es difícil comparar e inter-
pretar las diferencias observadas entre los r puntos. Vamos entonces a efectuar
una trasformación lineal para que la distancia euclídea nos valga, y que es váli-
do para vectores en Rn . Como Ω es definida positiva, existe, por la factorización
de Cholesky, una matriz no singular B tal que Ω= BB t (B es triangular inferior).
Tomemos las nuevas variables ui = B−1xi . Entonces

dΩ(xi ,x j ) = ((xi −x j )t
Ω

−1(xi −x j ))

= ((xi −x j )t (B−1)t B−1(xi −x j ))

= ((B−1xi −B−1x j )t (B−1xi −B−1x j ))

= ((ui −u j )t (ui −u j )) = d(ui ,u j ).

Además, la varianza de las ui es igual a

var(ui ) = var(B−1xi ) = B−1 varxi (B−1)t

= B−1
Ω(B−1)t = B−1BB t (B−1)t = In

Así, la transformación ui = B−1xi produce vectores en los que la distancia eu-
clídea es una medida adecuada de la distancia entre puntos.
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7.6. Descomposición en valores singulares

Descomposición en valores singulares (SVD)

Sea A una matriz compleja (real) de orden m ×n. Entonces A se puede
factorizar como A =UΣV ∗, donde U es una matriz unitaria (ortogonal)
de orden m, V es una matriz unitaria (ortogonal) de orden n y Σ es una
matriz de orden m ×n de la forma Σ = diag(σ1, . . . ,σp ), p = mı́n{m,n},
y σ1 ≥σ2 ≥ ·· · ≥σp ≥ 0.

PRUEBA: Consideremos la matriz A∗A, de orden n. Es hermitiana (simé-
trica) semidefinida positiva, y sus autovalores son reales mayores o iguales que
cero. Los ordenamos en forma decreciente, y supongamos queλ1 ≥λ2 ≥ . . .λr >
0 son los positivos, donde r = rango(A). Sea {v1, . . . ,vn} una base ortonormal de
autovectores de A∗A, y llamemos

σi =
√

λi , i = 1, . . . , p = mı́n{m,n},ui =
1

σi
Avi ∈Km , i = 1, . . . ,r.

Observemos que los vectores ui están bien definidos, pues r ≤ p. Tenemos que

ui •ui =
1

λi
vt

i A∗Avi = 1, para i = 1, . . . ,r,

y si i 6= j , entonces

ui •u j =
1

σiσ j
v∗

j A∗Avi =
λi

σiσ j
(vi •v j ) = 0.

Por tanto, los vectores u1, . . . ,ur son unitarios y ortogonales entre sí. Comple-
tamos, mediante Gram-Schmidt o QR, a una base ortonormal del espacio

{u1, . . . ,ur ,ur+1, . . . ,um}.

Sean
U =

(
u1 u2 . . . um

)

,V =
(
v1 v2 . . . vn

)

.

Vamos a probar que U∗AV =Σ. Por lo anterior,

U∗AV =U∗A
(
v1 v2 . . . vn

)

=U∗ (
Av1 Av2 . . . Avn

)

=U∗ (
σ1u1 σ2u2 . . . σrur Avr+1 . . . Avn

)

.
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Observemos las columnas Av j , j = r +1, . . . ,n. Sabemos, por la ordenación de
los autovalores, que A∗Av j = 0 para j = r +1, . . . ,n. Como null(A∗A) = null(A),
resulta que Av j = 0, para todo j = r +1, . . .n. Entonces

U∗AV =U∗ (
σ1u1 σ2u2 . . . σrur 0 . . . 0

)

=








u∗
1

u∗
2

...
u∗

m








(
σ1u1 σ2u2 . . . σrur 0 . . . 0

)

=
















σ1

σ2
. . .

σr

0
. . .

0
















=Σm×n ,

y tenemos el resultado. �

Los números σ1, . . . ,σp se denominan valores singulares de la matriz A.

Ejemplo 7.6.1. Vamos a calcular la descomposición en valores singulares de la
matriz

A =





1 1
0 1
1 0



 .

1. Los autovalores de la matriz At A =
(

2 1
1 2

)

son λ1 = 3,λ2 = 1.

2. Determinamos los no nulos, y ordenamos. En este caso, r = 2.

3. Los espacios de autovectores de At A son

Para λ1,

λ1I − At A =
[

1 −1

−1 1

]

rref−→
[

1 −1

0 0

]

,

w1 =
(

1
1

)

,v1 =
1

‖w1‖
w1 =

( p
2/2p
2/2

)

.
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Para λ2,

λ2I − At A =
[

−1 −1

−1 −1

]

rref−→
[

1 −1

0 0

]

,

w2 =
(
−1

1

)

,v2 =
1

‖w2‖
w2 =

(
−
p

2/2p
2/2

)

.

4. Una base ortonormal de autovectores de At A es

v1 =
( p

2/2p
2/2

)

,v2 =
(
−
p

2/2p
2/2

)

,

con vi asociado a λi .

5. La matriz de valores singulares es

Σ=





p
3 0
0 1
0 0



 ,σ1 =
p

3,σ2 = 1.

6. Definimos

u1 =
1

σ1
Av1 =

p
3

3





1 1
0 1
1 0





( p
2/2p
2/2

)

=






p
6/3p
6/6p
6/6




 ,

u2 =
1

σ2
Av2 =





0p
2/2

−
p

2/2



 .

7. Completamos {u1,u2} a una base ortonormal de R3. Para ello, calculamos
una base del espacio ortogonal al subespacio 〈u1,u2〉, y se construye una
ortonormal con Gram-Schmidt.

El espacio ortogonal a 〈u1,u2〉 está definido por el sistema lineal homo-
géneo

{ p
6

3 x1 +
p

6
6 x2 +

p
6

6 x3 = 0,p
2

2 x2 −
p

2
2 x3 = 0.

Calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz de coefi-
cientes: 



p
6

3

p
6

6

p
6

6

0
p

2
2 −

p
2

2




rref−→

[
1 0 1

0 1 −1

]

.
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Entonces

〈u1,u2〉⊥ = 〈w3 =







−1

1

1






〉.

Ahora aplicamos Gram-Schmidt a esta base. En este caso, solamente hay
que normalizar el vector:

u3 =
1

‖w3‖2
w3 =







−1/3
p

3

1/3
p

3

1/3
p

3







.

8. Las matrices calculadas son

U =
(
u1 u2 u3

)

=






p
6/3 0 −

p
3/3p

6/6
p

2/2
p

3/3p
6/6 −

p
2/2

p
3/3




 ,

V =
(
v1 v2

)

=
( p

2/2 −
p

2/2p
2/2

p
2/2

)

y A =UΣV t .

Ejemplo 7.6.2.

A =
(

2 1 −2
)

.

1. Autovalores de At A: λ1 = 9,m1 = 1,λ2 = 0,m2 = 2.

2. Valores singulares: σ1 = 3. Rango r = 1.

3. Autovectores de At A. Para λ1,

λ1I − At A =







5 −2 4

−2 8 2

4 2 5







rref−→







1 0 1

0 1 1/2

0 0 0







,

w1 =







−1

−1/2

1







,v1 =
1

‖w1‖
w1 =

2

3
w1 =







−2/3

−1/3

2/3







.
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Para λ2,

λ2I − At A =







−4 −2 4

−2 −1 2

4 2 −4







rref−→







1 1/2 −1

0 0 0

0 0 0







,

w2 =







1

0

1







,w3 =







−1/2

1

0







.

Observemos que los vectores que conforman V1(λ2) no son ortogonales
entre sí. Aplicamos Gram-Schmidt o factorización QR para conseguir una
base ortogonal de dicho espacio.

v′
2 =w2,

v′
3 =w3 −λ12v

′
1,

λ12 =
w3 •v′

1

v′
1 •v

′
1

=−
1

4
,

v′
3 =







−1/2

1

0






+

1

4







1

0

1






=







−1/4

1

1/4







.

Y ahora normalizamos:

v2 =
1

∥
∥v′

2

∥
∥
v′

2 =







1/2
p

2

0

1/2
p

2







,v3 =
1

∥
∥v′

3

∥
∥
v′

3 =







−1/6
p

2

2/3
p

2

1/6
p

2







.

Una base ortonormal de autovectores de At A es {v1,v2,v3}.

4.

V =
(
v1 v2 v3

)

=







−2/3 1/2
p

2 −1/6
p

2

−1/3 0 2/3
p

2

2/3 1/2
p

2 1/6
p

2







.

5. Matriz de valores singulares:

Σ=
(

3 0 0
)

.

6. u1 = 1
3 Av1 = (−1) ,U = (u1).
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7. A =UΣV t .

Propiedades matriciales de la SVD

Sea Am×n =UΣV ∗ una descomposición en valores singulares de A, con
σr 6= 0,σr+1 = 0. Entonces

rango(A) = r .

Col(A) = 〈u1, . . . ,ur 〉,null(A) = 〈vr+1, . . . ,vn〉, y estos conjunto son
bases ortonormales de cada espacio.

Col(A∗) = 〈v1, . . . ,vr 〉,null(A∗) = 〈ur+1, . . . ,um〉, y estos conjunto
son bases ortonormales de cada espacio.

PRUEBA: La multiplicación por matrices no singulares no altera el rango.
Como {v1, . . . ,vn} es una base, entonces

Col(A) = 〈Av1, . . . , Avn〉 = 〈σ1u1, . . .σnun〉 = 〈u1, . . . ,ur 〉.

Por otra parte, como null(A) = null(ΣV ∗) y null(Σ) = 〈er+1, . . . ,en〉, nos queda
que

null(ΣV ∗) = {x |ΣV ∗x= 0} = {x |V ∗x ∈null(Σ)}

= {x |V ∗x ∈ 〈er+1, . . . ,en〉} = 〈V er+1, . . . ,V en〉
= 〈vr+1, . . . ,vn〉.

Dado que A∗ =V Σ
∗U∗ =V Σ

tU∗, es una descomposición en valores singulares
de A∗, y basta aplicar lo visto para la imagen y el espacio nulo. �

Nota 7.6.3.

Sea m ≥ n. La descomposición A =UΣV ∗, con U ,V unitarias yΣdiagonal
del mismo orden que A se puede poner también como A = Û Σ̂V ∗, con Û

de columnas ortonormales, de la misma dimensión que A, Σ̂ diagonal y
V ∗ unitaria. Basta quitar las últimas columnas de U y las últimas filas de
Σ. Esta factorización recibe el nombre de SVD reducida. Podemos hacer
algo análogo si m < n eliminando las últimas columnas de Σ y las corres-
pondientes filas de V ∗. Como curiosidad, MATLAB hace esta operación
cuando m ≥ n, pero no cuando m < n. Esto se debe a que lo más frecuen-
te corresponde a la primera opción, pues es lo habitual en las matrices de
mínimos cuadrados.
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Si rango(A) = r , consideremos la SVD completa A =UΣV ∗. Tenemos otra
forma de escribir la descomposición anterior. Sea U = (U1|U2) y V = (V1|V2),
con U1 de orden m × r , y V1 de orden n × r . Entonces

U∗
1 U1 = Ir ,Q∗

1 Q1 = Ir , y A =U1Σ̃V ∗
1 ,

donde Σ̃ es la matriz diagonal con los valores singulares no nulos de A.
Nos referiremos a esta expresión como SVD corta de A, y la notaremos
A = Ũ Σ̃Ṽ ∗.

Si r = rango(A), entonces tenemos que σr 6= 0,σr+1 = 0, y se verifica que

A =
(
u1 u2 . . . ur

)

diag(σ1,σ2, . . . ,σr )
(
v1 v2 . . . vr

)∗

=
r∑

k=1

σkukv
∗
k .

Esta expresión recibe el nombre de SVD compacta, que no es más que
otra forma de escribir la SVD corta.

El método que hemos empleado para encontrar la SVD de una matriz se po-
dría usar como algoritmo para calcularla. Sin embargo, existen procedimientos
más sofisticados para el cálculo práctico, que no expondremos aquí ([?]).

Nota 7.6.4. Cuando se habla del rango de una matriz, se suele usar lo que se co-
noce como rango numérico, que es igual a r̃ para σr̃ > ǫ≥σr̃+1, donde ǫ es un
valor que se establece como límite de valores nulos. Vemos, en consecuencia,
que tres objetos básicos de una matriz, como el espacio imagen, el espacio nu-
lo y el rango se calculan, en realidad, a través de la descomposición en valores
singulares.

7.7. * Descomposición de Jordan

La factorización que consideramos ahora de una matriz cuadrada A intenta
llevar la matriz a una forma lo más parecida a una diagonal.

Un bloque de Jordan de orden k es una matriz cuadrada con k filas y colum-
nas que tiene todos los elementos de la diagonal idénticos, la linea por encima
de la diagonal está formada por unos y los restantes elementos son cero. En
forma simbólica, B = (bi j ) es un bloque de Jordan de orden k si

bi j =







λ si i = j

1 si i +1 = j

0 en el resto
,B =









λ 1
. . . . . .

. . . 1
λ









.
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Figura 7.2: M.E. Camille Jordan (1838-1922)

Un segmento de Jordan J (λ1) es una matriz diagonal por bloques

J (λ1) =








J1(λ1) 0 . . . 0
0 J2(λ1) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jt1 (λ1)








,

donde cada caja Jk (λ1) es un bloque de Jordan. Una matriz de Jordan es una
matriz diagonal por bloques de manera que cada bloque es un segmento de
Jordan, esto es, una matriz J es de Jordan si

J =








J (λ1) 0 . . . 0
0 J (λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . J (λr )








,

donde cada J (λi ) es un segmento de Jordan.

Ejemplo 7.7.1. Un bloque de Jordan de orden 1 es un número. Un bloque de
Jordan de orden 2 es de la forma

(
λ 1
0 λ

)

y uno de orden 3




λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ



 .
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Una matriz de Jordan es, por ejemplo,














1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 3














Forma canónica de Jordan

Para cada matriz A ∈ Cn×n , con autovalores distintos σ(A) =
{λ1,λ2, . . . ,λs }, existe una matriz no singular P tal que

P−1 AP = J =








J (λ1) 0 . . . 0

0 J (λ2) . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . J (λs )








,

donde J tiene un segmento de Jordan J (λ j ) por cada autovalor λ j ∈
σ(A).

La matriz J anterior se denomina forma canónica de Jordan de A. La es-
tructura de esta forma es única en el sentido de que el número de segmentos
de Jordan en J , así como el número y tamaño de los bloques de Jordan en ca-
da segmento está unívocamente determinado por la matriz A. Además, cada
matriz semejante a A tiene la misma estructura de Jordan, es decir, A,B ∈Cn×n

son semejantes si y solamente si A y B tienen la misma estructura de Jordan. La
matriz P no es única.

La búsqueda de la forma canónica de Jordan es el cálculo de J y una ma-
triz no singular P tales que J = P−1 AP , que es lo mismo que pedir P J = AP .
Esto significa que buscamos una base de vectores x1,x2, . . . ,xn , formando una
cadena encabezada por un autovector. Para cada i , se tiene que verificar

Axi =λixi o bien Axi =λixi +xi−1.

Los vectores xi forman las columnas de la matriz de paso P , y cada cadena for-
ma un bloque de Jordan. Lo que vamos a probar es cómo se pueden construir
estas cadenas para una matriz dada An×n .
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Procedemos por inducción. Para n = 1, la matriz ya está en forma canónica
de Jordan. Supongamos entonces que la construcción se tiene para matrices de
orden menor que n.

Paso 1. Supongamos que A es singular, lo que significa que tiene el autova-
lor λ= 0. El espacio Col(A) tiene dimensión r < n, y consideramos una base de
Col(A) formada por los vectores w1, . . . ,wr tales que

Awi =λiwi o bien Awi =λiwi +wi−1. (7.7.1)

Paso 2. Supongamos que L = null(A)∩Col(A) tiene dimensión p. Todo vec-
tor de null(A) es autovector asociado al autovalor λ = 0. Entonces tiene que
haber p cadenas en el paso anterior que empiezan en estos autovectores. Nos
interesan los vectores wi que van al final de las cadenas. Cada uno de estos p

vectores está en Col(A), por lo que existenyi tales quewi = Ayi , i = 1, . . . , p. Por
claridad, lo escribiremos como Ayi = 0yi +wi .

Paso 3. El espacio nulo null(A) tiene dimensión n − r . Entonces, aparte de
los p vectores independientes que podemos encontrar en su intersección con
Col(A), hay n−r−p vectores adicionaleszi que están fuera de esta intersección.

Ponemos juntos estos tres pasos para dar el teorema de Jordan:
Los r vectores wi , los p vectores yi , y los n−r −p vectores zi forman cade-

nas de Jordan, y son linealmente independientes.
Si renumeramos los vectores como x1, . . . ,xn , cada yi debe ir inmediata-

mente del vector wi del que procede. Ellos completan una cadena para λi = 0.
Los vectores zi van al final del todo, cada uno en su propia cadena, y dan lugar
a cajas de orden 1.

Los bloques con autovalores no nulos se completan en el primer paso, los
bloques con autovalor cero aumenta su tamaño en una fila y columna en el
paso 2, y el paso 3 contribuye con bloques de orden 1 del tipo Ji = [0].

Lo que tenemos que probar en primer lugar es que el conjunto {wi ,y j ,zk }
es linealmente independiente. Escribamos entonces

∑

αiwi +
∑

βiyi +
∑

γizi = 0. (7.7.2)

Multiplicamos por la matriz A, y recordamos las ecuaciones 7.7.1 para los vec-
tores wi , así como la relación Azi = 0. Entonces

∑

αi





λiwi

o bien
λwi +wi−1



+
∑

γi Ayi = 0. (7.7.3)

Los vectores Ayi son los vectores especiales wi del final de las cadenas, corres-
pondientes a λi = 0, por lo que no pueden aparecer en la primera suma (están
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multiplicados por cero en λiwi ). Como 7.7.3 es una combinación lineal de vec-
tores wi , cada coeficiente es nulo, en concreto βi = 0. Si volvemos a 7.7.2, nos
queda que

∑

αiwi =−
∑

γizi .

el lado izquierdo está en Col(A), los vectores zi los escogimos fuera de dicho
espacio. Entonces γi = 0, y por la independencia de los wi tenemos también
que αi = 0.

Si la matriz A no fuera singular, aplicamos los tres pasos a A′ = A −λI , con
λ autovalor. El método anterior calcula P y J ′ con P−1 A′P = J ′, con J ′ forma
canónica de Jordan de A′. Entonces

P−1 AP = P−1 A′P +λP−1P = J ′+λI = J ,

que es la forma canónica de A.
Esto completa la prueba de que toda matriz A es semejante a una matriz de

Jordan J . Excepto por la ordenación de los bloques, es semejante a una única J .

Ejemplo 7.7.2. Consideremos la matriz

A =










1 2 2 1

1 0 −2 −1

−1 −1 1 1

−1 −1 1 1










,

de autovalores λ1 = 0,λ2 =−1,λ3 = 2, con multiplicidades algebraicas respecti-
vas m1 = 1,m2 = 1,m3 = 2. Con respecto a los dos primeros autovalores, bastará
encontrar un generador del espacio de autovectores asociado a cada uno, por
lo que el proceso de inducción lo haremos para λ3. Sea T1 = A −λ3I , que sa-
bemos que es singular, y consideramos la restricción de T1 a Col(T1). Vamos a
calcular la forma y base canónica de esta restricción.

Paso 1. Cálculo en Col(T1). Mediante la forma reducida por filas se tiene
que

Col(T1) = 〈a1 =








−1
1

−1
−1








,a2 =








2
−2
−1
−1








,a3 =








2
−2
−1

1







〉

es una base. Se tiene que

T1(a1) = 0 ·a1,

T1(a2) = 3a1 −3a2,

T1(a3) =a1 −a2 −2a3,
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por lo que la matriz de la restricción de T1 respecto de esta base es

M(T1) =





0 3 1
0 −3 −1
0 0 −2



 .

Los autovalores de M(T1) son µ1 = λ1 −2 =−2,µ2 = λ2 −2 =−3,µ3 =λ3 −2 = 0,
con multiplicidades algebraicas iguales a 1. Entonces M(T1) es diagonalizable,
y una base de autovectores es

w1 =−a1 +a2 −a3 =








1
−1

1
−1








,w2 =−a1 +a2 =








3
−3

0
0








,w3 =a1 =








1
0
0
0








.

Paso 2. Cálculo de Col(T1)∩null(T1). Se tiene que Col(T1)∩null(T1) = 〈w3〉,
y como está en la imagen de la aplicación existe y3 tal que T1(y3) =w3. En este
caso,

y3 =








1
0
0
0








.

Paso 3. Adición de n−r −p vectores. En nuestro caso, no hay más vectores
que añadir.

Entonces una base canónica es BJ = {w1,w2,w3,y3}, y se verifica que

T1(w1) = −2w1,
T1(w2) = −3w2,
T1(w3) = 0 ·w3,
T1(y3) = w3.

Como T1 = A−λ3I , tenemos que

Aw1 = 0 ·w1,
Aw2 = −w2,
Aw3 = 2w3,
Ay3 = w3 +2y3.

Por tanto, la forma canónica es la matriz de la aplicación lineal A respecto de la
base BJ , esto es,

MBJ =








0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2








.
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7.8. Potencias de matrices

Tal como hemos visto en sistemas dinámicos discretos, el comportamiento
a largo plazo del sistema depende de las potencias de la matriz asociada. Va-
mos a aprovechar la forma canónica de Jordan de la matriz para estudiar ese
comportamiento.

Sea A una matriz cuadrada y J su forma canónica de Jordan. Entonces existe
P no singular tal que J = P−1 AP , o bien A = P JP−1, y

Am = (P JP−1)(P JP−1) . . . (P JP−1) = P J mP−1.

Así, se reduce el cálculo de la potencia m-ésima de A al de la potencia m-ésima
de J , que, como veremos, es más sencilla de calcular.

Potencia de un bloque de Jordan

Sea B un bloque de Jordan de orden s, con λ su elemento diagonal.
Entonces

B m =










λm
(m

1

)

λm−1
(m

2

)

λm−2 . . .
( m

s−1

)

λm−s+1

0 λm
(m

1

)

λm−1 . . .
( m

s−2

)

λm−s+2

0 0 λn . . .
( m

s−3

)

λm−s+3

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . λm










.

con el convenio de
(m

r

)

= 0 si m < r .

PRUEBA: Podemos expresar B como la suma B = diag(λ, . . . ,λ)+N = Dλ+N ,
donde

Ns×s =











0 1 . . . 0 0

0 0
. . . 0 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0











.

Como Dλ conmuta con cualquier matriz cuadrada de orden s, y N s−1 6= 0 y
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N m = 0,m ≥ s, se tiene que

B m = (Dλ+N )m

= Dm
λ +

(

m

1

)

Dm−1
λ N +

(

m

2

)

Dm−2
λ N 2 +·· ·+

(

m

s −1

)

Dm−s+1
λ N s−1

=λm Is +
(

m

1

)

λm−1N +
(

m

2

)

λm−2N 2 +·· ·+
(

m

s −1

)

λm−s+1N s−1,

de donde se sigue la expresión buscada. �

Por consiguiente, la expresión general de la potencia m-ésima de A es

Am = P








B m
1 0 . . . 0
0 B m

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . B m

t








P−1,

donde P es la matriz de paso a la forma canónica de Jordan, y cada B m
j

es la
potencia m-ésima de un bloque de Jordan.

Ejemplo 7.8.1. La matriz

A =
(

0 −1
1 0

)

tiene los autovalores λ= i y λ=−i . Su forma canónica compleja es

J =
(

i 0
0 −i

)

, con matriz de paso P =
(

1 1
−i i

)

.

Entonces

Am = P J mP−1 =
(

1 1
−i i

)(
i m 0

0 (−i )m

)
1

2

(
1 i

1 −i

)

=
1

2

(
i m + (−i )m i m+1 + (−i )m+1

−i m+1 − (−i )m+1 −i m+2 − (−i )m+2

)

.
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7.9. Relaciones de recurrencia

Ecuaciones de diferencias

Dados a1, . . . , ap ∈ R,C, con ap 6= 0, llamamos ecuación lineal de dife-

rencias finitas con coeficientes constantes de orden p a una relación
de recurrencia del tipo

xn+p −a1xn+p−1 −·· ·−ap xn =ϕ(n), para todo n ≥ 1,

donde ϕ : N→R es una función.
Si ϕ(n) = 0 para todo n ∈N, decimos que la ecuación de diferencias es
homogénea.

Una solución de la ecuación de diferencias es una sucesión {xn}n≥1 que la
satisfaga.

Vamos a calcular una expresión explícita de xn en función de n para el caso
homogéneo. Dada la ecuación de diferencias

xn+p −a1xn+p−1 −·· ·−ap xn = 0,n ≥ 1,

podemos escribir el siguiente sistema de ecuaciones lineales

xn+p = a1xn+p−1 +·· ·+ ap−1xn+1+ ap xn ,
xn+p−1 = xn+p−1 ,

...
xn+1 = xn+1,

cuya matriz de coeficientes es

A =










a1 a2 . . . ap−1 ap

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0










.

Esta matriz será la matriz asociada a la ecuación de diferencias. Si escribimos
xn = (xn+p , xn+p−1, . . . , xn+1)t entonces

xn = Axn−1 = ·· · = Anx0.
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Es claro de lo anterior que el término general xn+p de cualquier solución de la
ecuación de diferencias es una combinación lineal de los elementos de la pri-
mera fila de An . Como sabemos calcular una expresión general de las potencias
de una matriz cuadrada a partir de sus autovalores, podemos decir algo más.

Término general de la ecuación de diferencias

El término general de una ecuación de diferencias

xn+p = a1xn+p−1 +·· ·+ap xn , para todo n ≥ 1,

es una combinación lineal de

λn ,nλn , . . . ,ns−1λn ,

para cada autovalor λ de multiplicidad s de la matriz de la ecuación.

PRUEBA: Sea A la matriz de la ecuación, y J = P−1 AP su forma canónica de
Jordan. Entonces An = P J nP−1, de donde los elementos de la primera fila de A

son combinación lineal de los elementos de J n . Sabemos que estos elementos
son de la forma

λn ,

(

n

1

)

λn−1,

(

n

2

)

λn−2, . . . ,

(

n

s −1

)

λn−s+1,

para cada autovalor λ de A, con m su multiplicidad. Recordemos que los blo-
ques de Jordan son a lo sumo de orden s.

Ahora, para cada k = 1,2, . . . , s −1,
(

n

k

)

λn−k =
λ−k

k !
(n(n −1) · · ·(n −k +1))λn =

λ−k

k !
(nk +b1k ns−1 +·· ·+bk,k−1n)λn ,

para ciertos escalares b1k , . . . ,bk−1,k . Concluimos entonces que los elementos
de P J nP−1 son combinaciones lineales de

λn ,nλn ,n2λn , . . . ,ns−1λn ,

para cada autovalor λ de A, con multiplicidad s.
�

El caso en que la matriz de la ecuación en diferencias sea diagonalizable es
particularmente sencillo. Si λ1, . . . ,λr son los autovalores distintos de A, enton-
ces el término general de la ecuación es de la forma

xn+p = c1λ
n
1 +c2λ

n
2 +·· ·+crλ

n
r ,
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donde c1,c2, . . . ,cr son escalares.
La determinación de las constantes que aparecen en las combinaciones li-

neales se hará a partir de las condiciones iniciales que nos proporcionen. Da-
rán lugar a un sistema de ecuaciones, y sus soluciones serán los coeficientes
buscados.

Ejemplo 7.9.1. Sucesión de Fibonacci. Este es el ejemplo clásico que se usa
para ilustrar las ecuaciones en diferencias finitas homogéneas. Consideremos
la sucesión definida por la relación de recurrencia

a0 = 1, a1 = 1, an+1 = an +an−1,n ≥ 2.

La ecuación característica es z2 = z +1, de raíces r1 = 1
2 (1+

p
5),r2 = 1

2 (1−
p

5).
Entonces la forma general de la solución es

an = c1r n
1 +c2r n

2 ,

y tenemos que calcular los valores de c1 y c2. Vienen dados por la condiciones
iniciales, por lo que obtenemos el sistema de ecuaciones

{
n = 0, a0 = 1 = c1 + c2,
n = 1, a1 = 1 = c1r1 + c2r2.

Las soluciones son

c1 =
1
p

5
r1,c2 =−

1
p

5
r2,

por lo que

an =
1
p

5
r1 · r n

1 −
1
p

5
r2 · r n

2 =
1
p

5
(r n+1

1 − r n+1
2 )

=
1
p

5

((

1+
p

5

2

)n+1

−
(

1−
p

5

2

)n+1)

.

Ejemplo 7.9.2. En el estudio de la teoría de colas, aparece el modelo

λp0 =µp1, (λ+µ)pn =λpn−1 +µpn+1,n ≥ 1,λ<µ,

y los pi indican una distribución de probabilidad. La ecuación la podemos es-
cribir como

pn+1 =
λ+µ

µ
pn −

λ

µ
pn−1,n ≥ 1,

y la ecuación característica es

z2 −
λ+µ

µ
z +

λ

µ
= 0,
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de soluciones ρ = λ
µ y 1. Entonces la solución general tiene la forma

pn = c1ρ
n +c2,n ≥ 1.

Como
∑

n≥0 pn = 1, se deduce que c2 = 0, y que p0 +c1
∑

n≥1 ρ
n = 1. Entonces

p0 +c1
ρ

1−ρ
= 1,c1 =

1−ρ

ρ
(1−p0).

Por tanto, pn = 1−ρ
ρ ρn(1−p0), y la otra condición es p1 = ρp0. Concluimos que

p1 =
1−ρ

ρ
ρ(1−p0) = ρp0,

de donde p0 = 1−ρ. Finalmente,

pn =
1−ρ

ρ
ρnρ = (1−ρ)ρn .

Ejemplo 7.9.3. Veamos ahora un problema de probabilidad asociado a una ca-
dena de Markov. Supongamos que en un juego, el jugador A tiene y monedas y
el jugador B x monedas. El jugador A gana una moneda del jugador B si acier-
ta el resultado del lanzamiento de una moneda, y la pierde en caso contrario.
¿Cuál es la probabilidad de que el jugador A gane las x monedas de B antes de
que el jugador B gane las y monedas de A?
La serie de lanzamientos la gana el jugador A si gana x monedas más que B an-
tes de que B gane y monedas más que A, y es ganada por B en caso contrario.
Sea pn la probabilidad de que A gane la serie en el estado en que ha ganado n

juegos más que B, donde −y ≤ n ≤ x. Esta definición es la adecuada porque las
condiciones para ganar el juego tienen que ver únicamente con la diferencia
entre los juegos ganados por A y B y no con los totales ganados. Vamos a es-
tablecer una ecuación en diferencias para pn . Sea p la probabilidad de que A
gane un juego y q la probabilidad de que lo haga B (p +q = 1). Sea Sn el estado
en el que el jugador A tiene n monedas y pn = P (Sn) la probabilidad de ganar
cuando se encuentra en el estado Sn . Entonces

P (Sn) = P (Sn |W )P (W )+P (Sn|W̄ )P (W̄ ),

donde W es el suceso en el que el jugador A gana. Entonces P (W )= p,P (W̄ ) = q

y, además,

P (Sn |W ) = probabilidad de que A gane con n +1 monedas,

P (Sn |W̄ ) = probabilidad de que A gane con n −1 monedas.
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Es decir, P (Sn |W ) = pn+1 y P (Sn|W̄ ) = pn−1, y obtenemos la ecuación en dife-
rencias

pn = ppn+1 +qpn−1.

Para resolverla,

0= ppn+1 −pn +qpn−1, pn+1 =
1

p
pn +

q

p
pn−1,

con condiciones iniciales px = 1, p−y = 0. La ecuación característica es 0= pz2−
z + q . Sus raíces son z = 1, z = q/p. Si p 6= q , tenemos dos raíces distintas, y
entonces

pn =α+β(q/p)n

para ciertos α,β. Si p = q , hay una raíz doble, y en este caso

pn =α+βn.

Apliquemos las condiciones iniciales px = 1, p−y = 0. En el caso p 6= q obtene-
mos

1=α+β(q/p)x ,0 =α+β(q/p)−y

lo que lleva a

α=
1

1− (q/p)x+y
,β=−

(q/p)y

(1− (q/p))x+y

y

pn =
1− (q/p)n+y

1− (q/p)x+y
, si p 6= q.

En particular,

p0 =
1− r y

1− r x+y
, donde r =

q

p
.

Si p = q las ecuaciones para α y β son

1=α+βx,0 =α−βy

por lo que

α=
y

x + y
,β=

1

x + y

y

pn =
y +n

x + y
, si p = q.

En este último caso, p0 = y

y+x
.
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7.10. * Análisis de componentes principales

Un ejemplo de una matriz de datos con dos entradas es el conjunto de pesos
y alturas de N estudiantes de un colegio. Sea X j el vector de observación en R2

que contiene el peso y la altura del estudiante j -ésimo. Si p es el peso y h la
altura, entonces la matriz de observaciones tiene la forma

p1 p2 . . . pN

h1 h2 . . . hN

↑ ↑ . . . ↑
X1 X2 . . . XN .

Otro ejemplo consiste en las fotos tomadas por un satélite con diferentes
cámaras (infrarroja, térmica, color), que la podemos considerar como una ima-
gen con varias componentes, que son fotos a diferentes longitudes de onda. Ca-
da fotografía proporciona información sobre una misma zona. Consideremos
tres fotos sobre una región determinada, cada una de ellas de 2000×2000 píxe-
les. Así, hay cuatro millones de píxeles en cada imagen, y los datos los podemos
ver almacenados en una matriz de tres filas y 4 millones de columnas. Si los
visualizamos como puntos en R3, nos queda una nube con cierta correlación.

Media y covarianza. Para preparar el análisis de componentes principales,
sea

[
X1 . . . XN

]

una matriz p ×N de observaciones. La media muestral µ de
las observaciones de los vectores X1, . . . , XN está dada por

µ=
1

N
(X1 +·· ·+XN ).

Para k = 1, . . . , N sea
X̂k = Xk −µ,

y formamos la matriz
B =

[
X̂1 X̂2 . . . X̂N

]

.

Las columnas de B , es decir, las nuevas variables X̂k , tienen media igual a cero
(variables centradas). La matriz de covarianza muestral es la matriz de orden
p ×p definida por

S =
1

N −1
BB t .

Sabemos que S es una matriz simétrica semi-definida positiva. Por ejemplo,
consideremos los vectores de observación

X1 =





1
2
1



 , X2 =





4
2

13



 , X3 =





7
8
1



 , X4 =





8
4
5



 .
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El vector de media es

µ=
1

4









1
2
1



+





4
2

13



+





7
8
1



+





8
4
5







=





5
4
5



 .

Las variables centradas son

X̂1 =





−4
−2
−4



 , X̂2 =





−1
−2

8



 , X̂3 =





2
4

−4



 , X̂4 =





3
0
0



 ,

y

B =





−4 −1 2 3
−2 −2 4 0
−4 8 −4 0



 ,

de donde

S =
1

3





−4 −1 2 3
−2 −2 4 0
−4 8 −4 0












−4 −2 −4
−1 −2 8

2 4 −4
3 0 0







=





10 6 0
6 8 −8
0 −8 32



 .

Sea S = (si j ), y representemos por x1, . . . , xp las componentes de los vectores
X . Entonces x1 es un escalar que varía en las primeras componentes de los
vectores de observación X1, . . . , XN . Para j = 1, . . . , p, la entrada s j j de S es la
varianza de x j . La varianza de x j es una medida de la dispersión de los valores
de x j . La varianza total es la suma de las varianzas de la diagonal de S, que es la
traza de S.

La entrada si j , con i 6= j es la covarianza entre xi y x j . Si es igual a cero, de-
cimos que las variables no están correlacionadas. el análisis multivariante de
los datos se simplifica cuando la mayoría de las variables x1, . . . , xp no están co-
rrelacionadas, esto es, cuando la matriz de covarianza de X1, . . . , Xn es diagonal,
o aproximadamente diagonal.

Análisis de componentes principales. Por simplicidad, supongamos que la
matriz

(
X1 X2 . . . XN

)

tiene las variables centradas (media cero). El obje-
tivo del análisis de componentes principales es calcular una matriz ortogonal
P =

(
v1 . . . vp

)

de orden p ×p que nos permita hacer un cambio de varia-
ble X = PU , o








x1

x2
...

xp







=

(
v1 v2 . . . vp

)








u1

u2
...
up








,
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con la propiedad de que las nuevas variables no estén correlacionadas y se en-
cuentren ordenadas en orden decreciente de covarianza.

El cambio ortogonal de variables X = PU significa que cada vector de obser-
vación Xk recibe un nuevo nombre Uk , tal que Xk = PUk . Como P es ortogonal,
se tiene que Uk = P−1 Xk = P t Xk ,k = 1,2, . . . , N .

Sabemos que
cov(U ) = cov(P t X ) = P t cov(X )P,

por lo que la matriz ortogonal P que buscamos es la que hace P t SP diagonal.
Como S es simétrica semi-definida positiva, sabemos cómo calcular esta ma-
triz. Sea D la matriz diagonal con los autovalores λ1, . . . ,λp de S en la diagonal,
de forma que λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λp ≥ 0. Sea P una matriz cuyas columnas son una
base ortonormal de autovectores correspondientes a los autovalores. Entonces
S = PDP t ,D = P t SP .

Los autovectores ortonormales v1, . . . ,vp de S, que forman la matriz P , se
denominan componentes principales de los datos. La primera componente
principal es el autovector correspondiente al mayor autovalor de S, la segun-
da componente principal es el autovector procedente del segundo autovalor, y
así sucesivamente.

La primera componente principal v1 determina la nueva variable u1 de la
siguiente forma. Sea

v1 =






c1
...

cp




 .

Como vt
1 es la primera fila de P t , la ecuación U = P t X nos da que

u1 = vt
1X = c1x1 +c2x2 +·· ·+cp xp .

Así, u1 es combinación lineal de las variables originales x1, . . . , xp , con las com-
ponentes del autovector v1 como pesos. De manera similar se determina u2 en
función de v2.

Por ejemplo, si la matriz de covarianza es

S =





2382,78 2611,84 2136,20
2611,84 3106,47 2553,90
2136,20 2553,90 2650,71



 ,

los autovalores son λ1 = 7614,23,λ2 = 427,63,λ3 = 98,10, y los autovectores nor-
malizados son

v1 =





,5417
,6295
,5570



 ,v2 =





−,4894
−,3026

,8179



 ,v3





,6834
−,7157

,1441



 .
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Si nos quedamos con dos decimales, por simplicidad, la variable para la prime-
ra componente principal es

u1 = ,54x1 + ,63x2 + ,56x3.

La nueva matriz de covarianza, con las variables u1,u2,u3, es

D =





7614,23
427,63

98,10



 .

La varianza total de S y la de la matriz D coinciden, pues la traza no se altera
por semejanza de matrices. Por tanto,

varianza total de S = traza(S) = traza(D)

= varianza total de D = 7614,23+427,63+98,10= 8139,96.

Reducción de la dimensionalidad. El análisis de componentes principales
es adecuado para aplicaciones en las que la mayor parte de la variación en los
datos se debe a variaciones de unas pocas de las nuevas variables u1, . . . ,up . El
cociente λ j /traza(S) mide la fracción de la varianza total explicada o capturada
pro u j .

Así, en el ejemplo anterior,

Primera componente: 7614,23
8139,96 = 93,5 %.

Segunda componente: 427,63
8139,96 = 5,3 %.

Tercera componente: 98,10
8139,96 = 1,2 %.

Los datos apenas tienen varianza en la tercera componente, y los valores de
u3 son prácticamente cero. Algo parecido ocurre con u2, y los datos aparecen
próximos a una recta determinada por u1.

Caracterización de las variables de componentes principales. Si u1, . . . ,up

proceden de un análisis de componentes principales de una matriz p × N de
observaciones, entonces la varianza de u1 es tan grande como sea posible en el
siguiente sentido. Si v es un vector unitario y u= vt X , entonces la varianza de
los valores de u cuando X varía sobre los datos originales X1, . . . , XN es vt Sv.
Se puede probar que

máx
‖v‖=1

vt Sv =λ1, el mayor autovalor de S,

y esta varianza se alcanza cuando v es el autovector correspondiente. De la
misma forma, u2 tiene la máxima varianza entre las variables u = vt X que no
están correlacionadas con u1. Los mismo para las restantes variables u3, . . . ,up .
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Nota numérica: la descomposición en valores singulares es la mejor herra-
mienta para realizar el análisis de componentes principales en la práctica. Si B

es una matriz p ×N de observaciones centradas, y A = 1p
N−1

B t , entonces At A

es la matriz de covarianza S. Los cuadrados de los valores singulares de A son
los p autovalores de S, y los vectores de la matriz V son las componentes prin-
cipales de los datos.

El cálculo iterado de la descomposición en valores singulares de A es más
rápido y preciso que una descomposición de autovalores de S. Esto es particu-
larmente cierto cuando p es grande.

280 Álgebra Lineal



Capítulo 8

Número de condición de un sistema

8.1. Normas matriciales

Como Cm×n es un espacio vectorial de dimensión mn, el tamaño de una
matriz A ∈ Cm×n se puede medir mediante cualquier norma vectorial de Cmn .
Así, podríamos definir ‖A‖ = ‖vec(A)‖, donde vec(A) es el vector con m × n

componentes que se obtiene al apilar las columnas de A. Por ejemplo, si consi-
deramos la norma euclídea en R4, la norma de la matriz

A =
(

2 −1
−4 −2

)

sería ‖A‖ =
p

22 +12 +42 +22 = 5. Esta es la noción más simple de norma ma-
tricial, y es la que llamaremos norma de Frobenius.

Norma de Frobenius

La norma de Frobenius de A ∈Cm×n es

‖A‖2
F =

∑

i , j

|ai j |2 =
∑

i

‖Ai∗‖2
2 =

∑

j

∥
∥A∗ j

∥
∥2

2 = traza(A∗A).

Por la propia definición, ‖A‖2
F = ‖A∗‖2

F , de donde ‖A‖2
F = traza(A A∗). La

norma de Frobenius es buena para algunas aplicaciones, pero no para todas.
Así, de manera similar a las normas vectoriales, exploraremos otras alternati-
vas. Pero antes de ello tenemos que dar una definición general de norma ma-
tricial. El objetivo es comenzar con las propiedades que definen una norma
vectorial y preguntarse qué se debe añadir a la lista.
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La multiplicación matricial diferencia el espacio de las matrices de otros
espacios vectoriales, donde no tiene que haber un producto definido. Por ello,
necesitamos una propiedad que relacione ‖AB‖ con ‖A‖‖B‖. La norma de Fro-
benius sugiere cómo debe ser esta relación.

La desigualdad CBS nos dice que

‖Ax‖2
2 =

∑

i

|Ai∗x|2 ≤
∑

i

‖Ai∗‖2
2‖x‖

2
2 = ‖A‖2

F ‖x‖2
2 ,

esto es, que

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F ‖x‖2 .

Entonces, si A y B son matrices que se pueden multiplicar

‖AB‖2
F =

∑

j

∥
∥[AB]∗ j

∥
∥2

2 =
∑

j

∥
∥AB∗ j

∥
∥2

2 ≤
∑

j

‖A‖2
F

∥
∥B∗ j

∥
∥2

2

= ‖A‖2
F

∑

j

∥
∥B∗ j

∥
∥2

2 = ‖A‖2
F ‖B‖2

F , luego ‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖F .

Esto sugiere que la propiedad ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ debe añadirse a las propiedades
de norma vectorial para definir una norma matricial.

Norma matricial

Una norma matricial es una aplicación ‖∗‖ del conjunto de matrices
complejas en R que satisface las siguientes propiedades:

‖A‖ ≥ 0 y ‖A‖ = 0 ⇔ A = 0.

‖αA‖ = |α|‖A‖ para todo escalar α.

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+‖B‖ para todas las matrices del mismo orden.

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ para las matrices ajustadas.

La norma de Frobenius satisface las propiedades anteriores, y además es in-
variante por transformaciones unitarias, es decir, ‖A‖F = ‖U A‖F = ‖AV ‖F para
U y V matrices unitarias. En efecto,

‖U A‖2
F = traza((U A)∗(U A)) = traza(A∗U∗U A) = traza(A∗A) = ‖A‖2

F ,

‖AV ‖2
F = traza((AV )(AV )∗) = traza(AV V ∗A∗) = traza(A A∗) = ‖A‖2

F .
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Norma matricial inducida

Una norma vectorial que está definida en Cm y Cn induce una norma
matricial en Cm×n mediante

‖A‖ = máx
‖x‖=1

‖Ax‖ con A ∈Cm×n ,x ∈Cn×1.

En esta situación, ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.

PRUEBA: La definición de esta norma tiene sentido, porque una función
continua sobre un compacto alcanza el máximo. Las tres primeras condiciones
de norma se verifican fácilmente. Veamos ahora que ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖. Para x=
0 es trivial. Sea ahora x0 6= 0 y z = x0

‖x0‖ . Entonces

‖A‖ = máx
‖v‖=1

‖Av‖ ≥ ‖Az‖ =
‖Ax0‖
‖x0‖

⇒ ‖Ax0‖ ≤ ‖A‖‖x0‖ .

La propiedad multiplicativa se deduce entonces:

‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖ .

�

A estas normas también se las llama subordinadas. Vamos a estudiar las
normas matriciales inducidas por las normas vectoriales que conocemos, es-
to es, las normas ‖∗‖1 ,‖∗‖2 y ‖∗‖∞. Queremos obtener expresiones de estas
normas que puedan ser calculadas a partir de la matriz, y no como máximo de
una función. Comencemos con las más fáciles.

Normas matriciales ‖∗‖1 y ‖∗‖∞

Las normas matriciales inducidas por las normas vectoriales ‖∗‖1 y
‖∗‖∞ verifican:

‖A‖1 = máx‖x‖1=1‖Ax‖1 = máx j
∑

i |ai j | = la mayor de las 1-
normas de las columnas.

‖A‖∞ = máx‖x‖∞=1 ‖Ax‖∞ = máxi
∑

j |ai j | = la mayor de las 1-
normas de las filas.
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PRUEBA: Si x es un vector con ‖x‖1 = 1, entonces

‖Ax‖1 =
m∑

i=1
|Ai∗x| =

m∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1
ai j x j

∣
∣
∣
∣
∣
≤

m∑

i=1

n∑

j=1

∣
∣ai j

∣
∣
∣
∣x j

∣
∣

=
n∑

j=1

m∑

i=1

∣
∣ai j

∣
∣
∣
∣x j

∣
∣=

n∑

j=1

∣
∣x j

∣
∣

m∑

i=1

∣
∣ai j

∣
∣≤ ‖x‖1 máx

1≤ j≤n

n∑

i=1

∣
∣ai j

∣
∣

= máx
1≤ j≤n

∥
∥A∗ j

∥
∥

1

Sea k el índice donde se alcanza el máximo y tomemos x = ek . Entonces
‖ek‖1 = 1 y

‖Aek‖1 = ‖A∗k‖1 .

Para la norma ‖∗‖∞, sea x vector con ‖x‖∞ = 1. Entonces

‖Ax‖∞ = máx
1≤i≤m

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1
ai j x j

∣
∣
∣
∣
∣
≤ máx

1≤i≤m

n∑

j=1

∣
∣ai j

∣
∣
∣
∣x j

∣
∣≤ máx

1≤i≤m

n∑

j=1

∣
∣ai j

∣
∣ .

Sea k el índice de la fila Ak∗ donde se alcanza el máximo, y definimos el vector
u como

u j =
{

1 si ak j = 0
1∣

∣ak j

∣
∣
ak j si ak j 6= 0

Entonces ‖u‖∞ = 1 y

|(Au)i | ≤
n∑

j=1

∣
∣ai j

∣
∣
∣
∣u j

∣
∣=

n∑

j=1

∣
∣ai j

∣
∣≤

n∑

j=1

∣
∣ak j

∣
∣

|(Au)k | =
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1
ak j u j

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∑

ak j 6=0
ak j u j

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
ak j

1
∣
∣ak j

∣
∣

ak j

∣
∣
∣
∣
∣
=

∑∣
∣ak j

∣
∣

de donde

‖Au‖∞ =
∑∣

∣ak j

∣
∣= máx

1≤i≤n

n∑

j=1

∣
∣ai j

∣
∣‖u‖∞ .

�

La norma ‖∗‖2 es algo más difícil de tratar. Necesitamos varios conceptos.
En primer lugar, el radio espectral de una matriz cuadrada A es el número

ρ(A) = máx{|λ| |λ autovalor de A}.

Es de gran importancia para el estudio de sucesiones de matrices.
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Norma matricial ‖∗‖2

La norma matricial inducida por la norma vectorial ‖∗‖2 verifica que

‖A‖2 =
√

ρ(A∗A) =
√

ρ(A A∗) =
∥
∥A∗∥

∥
2 .

Cuando A es no singular,

∥
∥A−1

∥
∥

2 =
1

√
λmín

,

donde λmin es el menor autovalor de A∗A.

PRUEBA: Como A∗A es hermitiana, es diagonalizable por una matriz unita-
ria: D =U∗A∗AU = diag(λ1, . . . ,λn). Entonces A∗A =U DU∗ y

‖Av‖2
2 = v∗A∗Av = v∗U DU∗v = (U∗v)∗D(U∗v) =

n∑

i=1
λi |wi |2

donde w =U∗v. De aquí

‖Av‖2
2 ≤ ρ(A∗A)

n∑

i=1

|wi |2 = ρ(A∗A)
∥
∥U∗v

∥
∥2

2 = ρ(A∗A)‖v‖2
2

y entonces ‖A‖2 ≤ ρ(A∗A)1/2. Sea λ el autovalor máximo de A∗A, que es no
negativo, pues A∗A es semi-definida positiva, y u un autovector asociado. En-
tonces

‖Au‖2
2 =u∗A∗Au=λ‖u‖2

2

y tenemos la igualdad.
Como los autovalores no nulos de A∗A y A A∗ coinciden, también lo hacen

sus radios espectrales.
Si A es no singular, entonces A A∗ es no singular, y

∥
∥A−1

∥
∥

2 =
√

ρ((A−1)∗A−1) =
√

ρ((A∗)−1 A−1) =
√

ρ((A A∗)−1).

Pero los autovalores de (A A∗)−1 son los inversos de los autovalores de A A∗. Por
tanto,

∥
∥A−1

∥
∥

2 =
1

√
λmín

.

�
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Propiedades de ‖∗‖2

‖A‖2 = máx‖x‖=1 máx‖y‖=1 |y∗Ax|.

‖∗‖2 es invariante por transformaciones unitarias, esto es,
‖U∗AV ‖2 = ‖A‖2 si U∗U = I y V ∗V = I .

Si B es hermitiana entonces ‖B‖2 = ρ(B).

Si U es unitaria, entonces ‖U‖2 = 1.

‖A∗A‖2 = ‖A‖2
2.

∥
∥
∥
∥

(
A 0
0 B

)∥
∥
∥
∥

2

= máx{‖A‖2 ,‖B‖2}.

PRUEBA: Sean x,y vectores unitarios respecto de la norma ‖·‖2. Entonces

|y∗Ax| = |Ax•y| ≤ ‖Ax‖2‖y‖2 ≤ ‖A‖2 .

Vamos a ver que tal valor se alcanza. Sea x0 un vector unitario tal que ‖Ax0‖2 =
‖A‖2 (autovector unitario asociado a λmáx de A∗A), y consideremos y0 = Ax0

‖A‖2
,

que es unitario. Entonces

y∗
0 Ax0 =

x∗
0 A∗Ax0

‖A‖2
=

‖Ax0‖2
2

‖A‖2
=

‖A‖2
2

‖A‖2
= ‖A‖2 ,

por lo que el máximo se alcanza.
Sea ahora U unitaria. Entonces

‖A‖2
2 = ρ(A∗A) = ρ(A∗U∗U A)= ‖U A‖2

2 .

Análogamente, para V unitaria del tamaño adecuado, ‖A‖2 = ‖AV ‖2.
Si B es hermitiana, existe U unitaria y D diagonal tal que D =U∗BU , y los

autovalores de B forman la diagonal de la matriz D. Entonces

‖B‖2
2 = ‖D‖2

2 = ρ(D∗D) = |λmáx|
2 = ρ(B)2.

Si aplicamos este resultado a B = A∗A, que es hermitiana, tenemos que
‖A∗A‖2 = ρ(A∗A)2 = ‖A‖2

2.
Por último, si

C =
(

A 0
0 B

)

,
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el mayor autovalor de C∗C es el máximo entre el mayor autovalor de A∗A y
B∗B .

�

Valores singulares y ‖∗‖2

Si An×n es una matriz no singular con valores singulares σ1 ≥σ2 ≥ ·· · ≥
σn , entonces

σ1 = ‖A‖2.

σn = 1
‖A−1‖2

.

PRUEBA: Si A =UΣV ∗ es su descomposición en valores singulares, enton-
ces A−1 =V Σ

−1U∗, y

‖A‖2 =
∥
∥UΣV ∗∥

∥
2 = ‖Σ‖2 =σ1,

∥
∥A−1∥∥

2 =
∥
∥V Σ

−1U∗∥
∥

2 =
∥
∥Σ

−1∥∥
2 =

1

σn
.

�

Nota 8.1.1. Existen acotaciones entre las diferentes normas de matrices. Por
ejemplo,

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
p

n ‖A‖2 .

La primera desigualdad se obtiene de ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F ‖x‖2. Para la segunda, re-
cordemos que

∥
∥A∗ j

∥
∥2

2 =
∥
∥Ae j

∥
∥2

2 ≤ ‖A‖2
2. Entonces, si j0 es la columna donde se

alcanza el máximo de máx{
∥
∥A∗ j

∥
∥2

2}, tenemos que

‖A‖2
F =

∑

i , j

∣
∣ai j

∣
∣2 =

∑

j

∥
∥A∗ j

∥
∥2

2 ≤ n
∥
∥A∗ j0

∥
∥2

2 ≤ n ‖A‖2
2 .

Otras desigualdades son

1. máx
∣
∣ai j

∣
∣≤ ‖A‖2 ≤

p
mn máx

∣
∣ai j

∣
∣.

2. 1p
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤

p
m ‖A‖∞.

3. 1p
m
‖A‖1 ≤ ‖A‖2 ≤

p
n ‖A‖1.
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En cualquier caso, estas relaciones indican que no es necesario obtener un
valor exacto de la norma de una matriz, sino que nos puede valer una estima-
ción.

Nota 8.1.2. Para toda norma matricial se verifica que ρ(A) ≤ ‖A‖.
En efecto, seav autovector asociado al autovalorλde A de módulo máximo,

y w ∈V vector tal que la matriz cuadrada vwt sea no nula. Entonces

ρ(A)
∥
∥vwt

∥
∥= |λ|

∥
∥vwt

∥
∥=

∥
∥λvwt

∥
∥=

∥
∥Avwt

∥
∥≤ ‖A‖

∥
∥vwt

∥
∥ ,

de donde se sigue el resultado por ser
∥
∥vwt

∥
∥> 0.

8.2. Aproximaciones de matrices

Existen resultados en los que se aproximan matrices por otras, y esa medida
la realizamos con normas matriciales.

Mejor aproximación de rango k

Sea A = UΣV ∗ descomposición en valores singulares de A. Para cada
0 ≤ k ≤ r = rango(A) definimos

Ak =
k∑

i=1
σiuiv

∗
i .

Si k = p = mı́n{m,n} definimos σk+1 = 0. Entonces

mı́n
rango(B)≤k

‖A−B‖2 = ‖A− Ak‖2 =σk+1.

PRUEBA: Tenemos que A−Ak =
∑r

i=k+1 σi uiv
∗
i

, por lo que A−Ak =U1Σ1V ∗
1

donde U1,V1 son unitarias yΣ1 = diag(σk+1, . . . ,σr ,0, . . . ,0). Entonces ‖A− Ak‖2 =
σk+1. Supongamos que B es una matriz con rango((B) ≤ k y ‖A−B‖2 < ‖A− Ak‖2 =
σk+1. Entonces W = null(B) es un subespacio de dimensión, al menos, n−k. Si
w ∈W , entonces

‖Aw‖2 = ‖(A−B)w‖2 ≤ ‖A−B‖2‖w‖2 <σk+1 ‖w‖2

Sea L = 〈v1, . . . ,vk+1〉. Es un subespacio vectorial de dimensión k + 1, y Avi =
σi ui . Si w ∈ L, con w =

∑k+1
j=1 α jv j , entonces

‖Aw‖2 =
∥
∥
∥
∥
∥

k+1∑

j=1
α jσ jv j

∥
∥
∥
∥
∥

2

=
(

k+1∑

j=1
α2

jσ
2
j

)1/2

≥σk+1 ‖w‖2
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Como la suma de las dimensiones de W y L es mayor que n, tiene que haber un
vector común, lo que es contradictorio. �

Un subconjunto Y de un espacio métrico X es denso si cada entorno de un
punto de X contiene un punto de Y . Esto es equivalente a decir que todo punto
de X es límite de una sucesión de puntos de Y .

El espacio M (n × n) de las matrices n × n con coeficientes complejos es
un espacio métrico si definimos la distancia entre matrices como d(A,B) =
‖A−B‖2. Vamos a ver que ciertos subconjuntos de este espacio son densos.
El argumento de cada caso tendrá un ingrediente común. La propiedad que
caracteriza al subconjunto Y será una que no cambia por semejanza unitaria.
Así, si A =U TU∗ y probamos la existencia de un elemento de Y en un entorno
de radio ε de una matriz triangular superior T , entonces habremos probado la
existencia de un elemento de Y en un entorno de A.

Las matrices no singulares son densas. Una matriz es no singular si y so-
lamente si no tiene el autovalor cero. Esta propiedad no es afectada por
una transformación de semejanza. Queremos probar que si A tiene el au-
tovalor cero, entonces, para cada ε> 0 existe una matriz no singular B tal
que ‖A−B‖2 < ε. Sea A = U TU∗, con T triangular superior. Si A es sin-
gular, algunas de las entradas de la diagonal de T es nula. Las cambiamos
por números positivos no nulos pequeños, de forma que la nueva matriz
T ′ verifique que

∥
∥T −T ′∥∥

2 < ε. Entonces T ′ es no singular, y también lo
es A′ =U T ′U∗. Además,

∥
∥A− A′∥∥

2 =
∥
∥U (T −T ′)U∗∥

∥
2 =

∥
∥T −T ′∥∥

2 < ε.

Las matrices con todos los autovalores distintos son densas. Usamos el
mismo argumento que en el caso anterior. Si dos entradas de la diagonal
de T son iguales, cambiamos una ligeramente.

Las matrices diagonalizables son densas. Sabemos que toda matriz con
sus autovalores distintos es diagonalizable (pero no al revés). Por ello, el
conjunto de matrices diagonalizable contiene un conjunto que ya es den-
so, y por tanto es denso también.

Nota 8.2.1. El teorema de aproximación nos dice que si aproximamos A por las
primeras k componentes de la SVD, perdemos una aportación del orden del
valor singular σk+1. Esto es lo que se usa en las aplicaciones que mencionamos
a continuación.

1. Deficiencia del rango ([?, sec. 2.5.5]): tratamiento de matrices donde pe-
queños cambios en los valores provocan alteración del rango.
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2. Reducción de ruido en el procesamiento digital de señales.

3. Restauración de imágenes.

4. Análisis de series temporales.

5. Extracción de información de bases de datos.

6. Compresión de imágenes.

8.3. Límites de potencias

Para escalares α sabemos que αk → 0 si y solamente si |α| < 1, por lo que
es natural preguntarnos si algo parecido ocurre con las matrices. La primera
tentación es cambiar el módulo |∗| por una norma matricial ‖∗‖, pero esto no
funciona para las normas habituales. Por ejemplo, si

A =
(

0 2
0 0

)

,

entonces

Ak =
(

0 0
0 0

)

,k ≥ 2,

pero ‖A‖1 = 2.

Lo primero que necesitamos es definir el concepto de límite para sucesio-
nes de matrices. Una norma matricial es una norma vectorial para el espacio
de las matrices cuadradas. Por tanto, tiene sentido hablar de la convergencia
de una sucesión de matrices. Decimos que ĺımk→∞ Ak = A si

ĺım
k→∞

‖Ak − A‖ = 0.

La sucesión que vamos a estudiar es la {Ak }.
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Convergencia a cero

Sea A una matriz cuadrada. Son equivalentes:

1. ĺımk→∞ Ak = 0.

2. ĺımk→∞ Akv = 0 para todo v ∈V .

3. ρ(A) < 1.

4. La serie de Neumann I + A+ A2 + . . . converge.

En tal caso, (I − A)−1 existe y
∑∞

k=0 Ak = (I − A)−1.

PRUEBA:

1) ⇒ 2) Sea ‖∗‖ norma matricial subordinada a la norma vectorial. En-
tonces ĺım

∥
∥Ak

∥
∥ = 0, y para todo v ∈ V tenemos que

∥
∥Akv

∥
∥ ≤

∥
∥Ak

∥
∥‖v‖,

por lo que ĺım
∥
∥Akv

∥
∥= 0.

2) ⇒ 3) Si ρ(A) > 1, sea λ el autovalor de módulo máximo y v autovector
asociado. Entonces Akv =λkv y ĺım

∥
∥Akv

∥
∥= ‖v‖ ĺım |λ|k 6= 0.

3) ⇒ 1) Si P−1 AP = J es la forma canónica de Jordan de A, entonces

Ak = P J k P−1 = P







. . .

J k
∗

. . .







P−1,

donde

J∗ =






λ 1
. . . . . .

λ






denota un bloque de Jordan en J . Claramente, Ak → 0 si y solamente si
J k
∗ → 0 para cada bloque de Jordan, por lo que basta probar que si ρ(A)< 1

entonces J k
∗ → 0. Si usamos la convención de

(k
j

)

= 0 si j > k, tenemos

J k
∗ =












λk
(k

1

)

λk−1
(k

2

)

λk−2 . . .
( k

m−1

)

λk−m+1

λk
(k

1

)

λk−1 . . .
...

. . . . . .
(k

2

)

λk−2

λk
(k

1

)

λk−1

λk












, (8.3.1)
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con m el tamaño del bloque. Vamos a ver que si |λ| < 1 entonces

ĺım
k→∞

(

k

j

)

λk− j = 0 para cada valor fijado de j .

Notemos que
(

k

j

)

=
k(k −1) · · · (k − j +1)

j !
≤

k j

j !
.

Entonces ∣
∣
∣
∣
∣

(

k

j

)

λk− j

∣
∣
∣
∣
∣
≤

k j

j !
|λ|k− j .

El término de la derecha tiende a cero cuando k →∞, porque k j tiende a
infinito con velocidad polinomial, mientras que |λ|k− j tiende a cero con
velocidad exponencial. Por tanto, si |λ| < 1 entonces J k

∗ → 0.

1)⇒ 4). Se tiene que

(I − A)(I + A+ A2 +·· ·+ An−1) = I − An → I cuando n →∞,

de donde tenemos la implicación. Además, la matriz I − A es no singular
y

(I − A)−1 = I + A+ A2 + . . .

4) ⇒ 3). Si
∑∞

k=0 Ak converge entonces
∑∞

k=0 J k
∗ debe converger para cada

bloque de Jordan de la forma canónica de A. Por la expresión de J k
∗ que

hemos visto en la ecuación 8.3.1, esto implica que

[
∞∑

k=0

J k
∗

]

i i

=
∞∑

k=0

λk

converge para cada autovalor λ de A. Esta serie geométrica converge si
y solamente si |λ| < 1. Por tanto, la convergencia de

∑∞
k=0 Ak implica que

ρ(A) < 1.

�

Nos centramos ahora en la posibilidad de que exista el límite ĺım Ak pero
que no sea cero. Como ya sabemos, ĺım Ak existe si y solamente si existe ĺım J k

∗
para cada bloque de Jordan de A. También es claro que ĺım J k

∗ no existe cuando
|λ| > 1, y conocemos el resultado cuando |λ| < 1. Por ello, debemos examinar el
caso |λ| = 1. Si |λ| = 1, con λ 6= 1, es decir, λ= exp(iθ), con 0 < θ < 2π, entonces
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los términos diagonales λk oscilan indefinidamente, y esto hace que no exista
ĺım J K

∗ . Cuando λ= 1,

J k
∗ =









1
(k

1

)

. . .
( k

m−1

)

. . . . . .
...

. . .
(k

1

)

1









m×m

tiene un valor límite si y solamente si m = 1, que es equivalente a decir que la
multiplicidad algebraica y geométrica de λ= 1 coinciden, pues el bloque 1×1
se repetirá p veces, su multiplicidad. Tenemos probado entonces el siguiente
resultado:

Límite de potencias

Existe ĺım Ak si y solamente si la forma canónica de Jordan es de la for-
ma

J = P−1 AP =
(

Ip×p 0
0 K

)

, (8.3.2)

donde p es la multiplicidad algebraica (geométrica) de 1, y ρ(K ) < 1.

Supuesta la existencia de ĺım Ak , queremos describir dicho límite. Si p = 0,
ya lo sabemos, dicho límite es la matriz nula. Si p > 0, entonces consideremos

P =
(

P1 P2
)

,P−1 =
(

Q1

Q2

)

,

con P1 matriz de orden n ×p, Q1 de orden p ×n. Entonces

ĺım Ak = ĺım P

(
Ip×p 0

0 K k

)

P−1 = P

(
Ip×p 0

0 0

)

P−1

=
(

P1 P2
)
(

Ip×p 0
0 0

)(
Q1

Q2

)

= P1Q1.

Si la multiplicidad algebraica es p = 1, entonces ĺım Ak = vwt , donde v es
autovector de A asociado a 1, y wt es la primera fila de P−1. Observemos que,
en tal caso,

si P−1 AP =
(

1
K

)

entonces

(
1

K t

)

= P t At (P t )−1 =Q−1 AtQ,
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donde Q = (P−1)t . La primera columna de Q es autovector de At asociado al
autovalor 1, y esa columna es la primera fila traspuesta de P−1, esto es, wt .
Como P−1P = I , se sigue que wtv = 1.

En conclusión, ĺım Ak = vwt , donde v es autovector de A asociado a 1, y w

es autovector de At asociado a 1, con wtv = 1.

8.4. Número de condición

Los sistemas de ecuaciones Ax= b que aparecen en la práctica vienen casi
siempre con incertidumbres debidas a errores de modelado (ciertas simplifica-
ciones son siempre necesarias), errores en la recolección de datos (medidas),
y errores de redondeo (porque

p
2 o π no se pueden dar exactamente). Ade-

más, los errores de redondeo en los cálculos en coma flotante son una continua
fuente de variaciones en la solución. En todos los casos es importante estimar
el grado de incertidumbre en la solución de Ax= b. Esto no es difícil cuando A

se conoce exactamente y todos los posibles errores están en el lado derecho.
Sea Ax = b un sistema en el que se conoce A exactamente, pero el vector

b está sujeto a un error e, y consideremos Ax̂ = b−e = b̂. Se trata de estimar
el error relativo ‖∆x‖/‖x‖ = ‖x− x̂‖/‖x‖ de x en función del error relativo
‖∆b‖/‖b‖ =

∥
∥b− b̂

∥
∥/‖b‖ = ‖e‖/‖b‖ de b. Vamos a considerar una norma ma-

tricial inducida por la norma vectorial. Entonces

‖b‖ = ‖Ax‖≤ ‖A‖‖x‖ , y x− x̂= A−1e,

de donde
‖x− x̂‖
‖x‖

=
∥
∥A−1e

∥
∥

‖x‖
≤

‖A‖
∥
∥A−1

∥
∥‖e‖

‖b‖
= cond(A)

‖e‖
‖b‖

,

donde cond(A) = ‖A‖
∥
∥A−1

∥
∥. En el caso de la norma 2,

cond2(A) =
σ1

σn
.

Por otro lado,

‖e‖ = ‖A(x− x̂)‖ ≤ ‖A‖‖x− x̂‖ y ‖x‖ ≤
∥
∥A−1

∥
∥‖b‖ .

Entonces

‖x− x̂‖
‖x‖

≥
‖e‖

‖A‖‖x‖
≥

‖e‖
‖A‖

∥
∥A−1

∥
∥‖b‖

=
1

cond(A)

‖e‖
‖b‖

.

Tenemos así las siguientes cotas para la incertidumbre:

cond(A)−1 ‖e‖
‖b‖

≤
‖x− x̂‖
‖x‖

=
‖∆x‖
‖x‖

≤ cond(A)
‖e‖
‖b‖

,
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donde
cond(A) = ‖A‖

∥
∥A−1

∥
∥ .

En otras palabras, cuando A está bien condicionada (cond(A) pequeño), pe-
queños errores en b no pueden afectar mucho a la solución; pero cuando A

está mal condicionada (cond(A) grande), una pequeña variación en b puede
dar lugar a una gran variación en x. Además, estas cotas se pueden alcanzar
para algunas direcciones de variación, aunque para otras puede que no ten-
gan apenas efecto en la solución. Como la dirección del error e es desconocida,
adoptamos una estrategia conservadora y debemos proceder con cuidado en
sistemas mal condicionados.

¿Qué ocurre si tenemos errores tanto en la matriz como en el término dere-
cho? Se puede probar [?, ej. 5.12.11, 5.12.12] que si E es la matriz error, entonces

‖x− x̂‖
‖x‖

≤
cond(A)

1−cond(A)‖E‖/‖A‖

(‖e‖
‖b‖

+
‖E‖
‖A‖

)

.

De nuevo, si A está bien condicionada, pequeñas variaciones en A y bproducen
pequeñas variaciones en la solución.

Propiedades del número de condición

cond(A) ≥ 1 para una norma matricial inducida.

cond(A) = cond(A−1).

cond(λA) = cond(A) para todo λ 6= 0.

Sea A matriz hermitiana no singular, con autovalores |λ1| ≥ |λ2| ≥
· · · ≥ |λn |. Entonces

cond2(A) =
|λ1|
|λn |

.

Si U es unitaria y A es una matriz arbitraria, entonces cond2(A) =
cond2(U A) = cond2(AU ) = cond2(U∗AU ), es decir, cond2 es in-
variante por transformaciones unitarias, y cond2(U ) = 1.

cond2(A) = σ1
σn

, donde σ1 y σn son los valores singulares mayor y
menor, respectivamente, de la matriz A.

PRUEBA: Si la norma matricial es inducida, entonces 1= ‖I‖≤ ‖A‖
∥
∥A−1

∥
∥=

cond(A). Las dos siguientes propiedades son inmediatas.
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Si A es hermitiana no singular, entonces sus valores singulares son los valo-
res absolutos de sus autovalores. �

Nota 8.4.1. Sea ‖·‖ norma matricial subordinada y A matriz hermitiana. Enton-
ces

cond(A) = ‖A‖
∥
∥A−1∥∥≥ ρ(A)ρ(A−1) = cond2(A).

Esto significa que, para matrices hermitianas, cond2 es el menor de todos los
números de condición.

Ejemplo 8.4.2. Consideremos el sistema Ax= b con

A =








10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10








,b=








32
23
33
31








y supongamos que tenemos una variación en b dada por

∆b=








0,1
−0,1

0,1
−0,1








.

La solución exacta del sistema es

u=








1
1
1
1








mientras que la del sistema alterado Ax= b+∆b es

u+∆u=








9,2
−12,6

4,5
−1,1








.

Para la norma ‖·‖2 calculamos los errores relativos y tenemos

‖∆u‖2

‖u‖2
≈ 8,2,

‖∆b‖2

‖b2‖
≈ 0,003.

Esto era de esperar porque cond2(A) ≈ 2984,1.
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Nota 8.4.3. El cálculo del número de condición a partir de la definición impli-
ca a la inversa de la matriz, por lo que no es un buen método. En la práctica,
se suele calcular como subproducto del proceso de resolución de un sistema.
También se suelen dar cotas a

∥
∥A−1

∥
∥

Nota 8.4.4. Una “regla del pulgar"sobre la influencia del número de condición
en la validez de la solución es la siguiente. Supongamos que se usa eliminación
gaussiana con pivoteo parcial sobre un sistema bien escalado Ax= b con arit-
mética de t-dígitos en coma flotante. Supongamos también que no hay otras
fuentes de error. Entonces, si cond(A) es del orden de 10p , la solución calcula-
da es precisa con t −p dígitos significativos. En otras palabras, esperamos una
pérdida de unos p dígitos. Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema:

,835x +,667y = ,168
,333x +,266y = ,067.

Entonces

A−1 =
(
−266000 667000

333000 −835000

)

,‖A‖1 = 1,168,
∥
∥A−1

∥
∥

1 = 1502000,

cond1(A) = 1754336≈ 1,7×106.

El valor de cond1(A) no es tan importante como su orden de magnitud. Lo an-
terior indica que el cambio relativo en la solución puede ser del orden de un mi-
llón de veces el cambio relativo en A. Así, si usamos eliminación gaussiana con
8 dígitos para resolver el sistema, únicamente podemos esperar t −p = 8−6= 2
dígitos significativos. Esto no significa que podamos tener suerte y alcancemos
mayor precisión.

Justifiquemos la anterior afirmación. Tenemos la relación

‖∆x‖‖x‖
≤

cond(A)

1−cond A ‖∆A‖
‖A‖

(‖∆A‖
‖A‖

+
‖∆b‖
‖b‖

)

.

Supongamos, por simplicidad, que

‖∆A‖
‖A‖

=
‖∆b‖
‖b‖

= 10−d , y cond(A)
‖∆A‖
‖A‖

<< 1.

Entonces ‖∆x‖
‖x‖ es aproximadamente menor o igual que 2×cond(A)×10−d .

Entonces, si los datos tienen un error relativo del orden de 10−d y si el error
relativo de la solución tiene que garantizarse que sea menor o igual que 10−t ,
entonces cond(A) tiene que ser menor o igual que 1

2×10d−t . Así, el carácter bien
o mal condicionado de un sistema depende de la precisión de los datos y de la
magnitud del error que se puede tolerar en la solución.
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Ejemplo 8.4.5. Estudio de la matriz de Hilbert. El ejemplo más famoso de ma-
triz mal condicionada es la matriz de Hilbert, definida como

H = (hi j =
1

i + j −1
).

Si notamos por Hn la matriz de Hilbert de orden n, entonces

H4 =








1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7








.

Estas matrices son simétricas, definidas positivas, y su número de condición
crece con n. Por ejemplo,

cond2(H4) = 1,5514e +4,cond2(H8) = 1,5258e +10.

Los números de condición no varían mucho aunque se usen diferentes normas:

n cond1(Hn) cond2(Hn) cond∞(Hn)
3 748 524.06 748
6 2,907e +7 1,4951e +7 2,907e +7
9 1,0997e +12 4,9315e +11 1,0997e +12

12 3,7983e +16 1,6995e +16 3,7983e +16

En general, no es necesario calcular exactamente el número de condición. Exis-
ten estimadores de los mismos, que se pueden calcular más fácilmente. por
ejemplo, en MATLAB tenemos la función ondest, que ofrece los siguientes re-
sultados.

n cond1(Hn) ondest(Hn ,1)
3 748 748
6 2,907e +7 2,907e +7
9 1,0997e +12 1,0997e +12

12 3,7983e +16 3,7983e +16

Sea z el vector cuyas componentes son iguales a 1, y sea b = Hnz. Si re-
solvemos el sistema Hnx= b, deberíamos obtener z como solución, en teoría.
Vamos a ver lo que ocurre en los casos n = 4,8,12,16, y comparamos el error re-
lativo de la solución con la cota dada por el número de condición. Los cálculos
los hacemos con la norma ‖·‖2.
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n ‖x−z‖
‖z‖ cond2(Hn)‖r‖

b

4 1,8713e −13 6,3033e −13
8 1,0147e −7 1,9161e −6

12 0,0819 2,259
16 2,9134 1,102e +2

El ejemplo anterior exagera en cierta forma el carácter intratable de las ma-
trices de Hilbert. Para n = 12 hemos obtenido una solución no muy buena. En
realidad, la bondad de la solución depende no solamente de la matriz de coe-
ficientes, sino también del vector b. La mayoría de las elecciones de b no nos
dará tan mal resultado. Vamos a realizar unos ejemplos para n = 12.

1. Sea z el vector de unos, y resolvemos el sistema H12y = z.

y =

























−11,73898
1683,25293

−59039,42645
887108,96161

−7106863,06612
33868482,96454

−101706871,33084
197355775,18879
−246878130,40362
192141309,97641
−84590742,76364
16087442,23886

























.

Observemos que ‖y‖ es grande.

2. Sea b= H12y. En principio, b debería ser igual a z, pero por los errores de
redondeo, es algo distinto. En concreto,

b=

























1,0000000054
1,0000000040
1,0000000044
1,0000000033
1,0000000010
1,0000000016
0,9999999980
0,9999999987
1,0000000020
1,0000000003
1,0000000019
1,0000000036

























, y ‖b−z‖2 = 1,021672962136328e −008.
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3. Consideremos ahora el sistema H12x = b. En la forma en la que hemos
definidob, la solución del sistema debe sery. Sin embargo, la experiencia
del ejemplo anterior nos sugiere que la solución calculada x̂ puede ser
bastante diferente de y. Veamos lo que ocurre:

x̂=

























−11,1229779077
1602,5823404322

−56438,9935515628
850989,2113072880

−6837963,3603667002
32672039,6311306580
−98338256,5577669890
191204241,5733344900
−239611909,8317356100
186785154,0078478500
−82351251,5060592290
15681947,6979349870

























,‖x̂−y‖2 = 1,172007429552991e +007.

Observemos que coinciden en los dos primeros dígitos significativos. No
es tan malo como ocurría en el ejemplo anterior. El error relativo es

‖x̂−y‖2

‖y‖2
= 0,029695021063446.

4. Calculemos ahora la norma del residuo r̂ = b−H12x̂:

r̂ =

























−0,0000000095
0,0000000030
−0,0000000019
0,0000000015
0,0000000028
0,0000000017
0,0000000023
0,0000000027
−0,0000000006
0,0000000006
−0,0000000008
−0,0000000014

























.

Cota superior del error relativo: cond2(H12)‖r‖‖b‖ = 5,653362621489827e +
007. Observemos que es un valor muy pesimista comparado con el ver-
dadero error relativo.
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8.5. Un poco de historia

Referencias históricas en
Joseph F. Grcar, John von Neumann’ analysis of gaussian elimination and

the origins of modern numerical analysis, SAIM Review, vol. 53(4), 607–682,
2011.

D.A. Grier, When computers were human, Princeton Universit Press, 2005,
p. 304 (primer párrafo)

Some simultaneous equation calculations posed unusual problems for Blanch’s
computers. On these calculations, the computers could follow every step of the
computing plan, check the work with a desk calculator to ensure than every
step was done properly, and still produce values that were wildly incorrect.
Though some blamed the computing plan, Blanch discovered a difficulty that
would eventually be called “ill conditioning.” Ill-conditioned simultaneous equa-
tion problems are fundamentally unstable, just as a coin balanced on its edge
is unstable. Rounding the values of an ill-conditioned problem, a simple and
innocuous act, can cause the calculation to collapse into a meaningless mess
of figures. The only way to fix this problem is to reorganize the computing plan,
producing a plan that is algebraically equivalent to the original calculation but
avoids certain combinations of the four arithmetic operations.
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Capítulo 9

Ajuste por mínimos cuadrados

9.1. Soluciones mínimo cuadráticas

Sea (V ,•) un espacio euclídeo (sobre R o sobre C), y L un subespacio de
V . Todo vector w ∈ V puede escribirse de manera única como w = u+v, con
u ∈ L,v ∈ L⊥.

En la situación anterior, llamamos al vector u la proyección ortogonal del
vector w sobre la variedad L. Escribiremos u= pL(w).

Notaremos, como es habitual, ‖·‖ a la norma inducida por el producto es-
calar.

Cálculo de la proyección ortogonal

Sea BL = {u1, . . . ,ur } una base ortogonal de la variedad L. Si w ∈V en-
tonces

pL(w) =
w •u1

‖u1‖2 u1 +·· ·+
w •ur

‖ur‖2 ur .

PRUEBA: A partir de BL ampliamos a B = {u1, . . . ,ur , . . . ,un} base ortogonal
de V . Si w=

∑n
i=1αiui , entonces w•u j =α j (u j •u j ) =α j

∥
∥u j

∥
∥2. De aquí, α j =

w•u j

‖u j‖2 . Como L⊥ = 〈ur+1, . . . ,un〉, entonces la parte de w que está en L es α1u1+
·· ·+αrur . �

Tenemos un resultado clásico en espacios vectoriales con producto escalar:
el teorema de Pitágoras.

Sean w1,w2 ∈V vectores ortogonales. Entonces

‖w1 +w2‖2 = ‖w1‖2 +‖w2‖2 .
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En efecto,

‖w1 +w2‖2 = (w1 +w2)• (w1 +w2)

= ‖w1‖2 +‖w2‖2 +2(w1 •w2) = ‖w1‖2 +‖w2‖2 .

Mejor aproximación a un vector

Sea L subespacio de V y w ∈V . Entonces pL(w) es el único vector u ∈ L

que minimiza la expresión ‖w−u‖.

PRUEBA: Dado u ∈ L, entonces pL(w)−u ∈ L y w−pL(w) ∈ L⊥. Por el teo-
rema de Pitágoras,

‖w−u‖2 =
∥
∥pL(w)−u

∥
∥2 +

∥
∥w−pL(w)

∥
∥2 ≥

∥
∥w−pL(w)

∥
∥

y la igualdad se da si y solamente si pL(w)−u= 0. �

✒

✲
❥

✍

L
u

w

pL(w)

Figura 9.1: Proyección ortogonal

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con A una matriz
de orden m ×n. Como el espacio de columnas determinado por A es Col(A) =
{Av | v ∈Kn}, el sistema será compatible si y solamente si el vector b ∈ Col(A).
Esto es lo que nos dice el teorema de Rouché-Frobenius. Cuando el sistema
es incompatible, esto es, cuando b 6∈ Col(A), nos interesa buscar un valor de
x lo “mejor" posible. ¿Cómo medimos este concepto? A través de una norma
vectorial.

Soluciones mínimo cuadráticas

Consideremos Km con la estructura euclídea natural. Llamamos solu-

ción mínimo cuadrática del sistema Ax = b a un vector u ∈ Kn que
haga mínima la norma ‖Au−b‖2, o lo que es equivalente, que se mini-
mice (Au−b)∗(Au−b).
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En el caso de sistemas compatibles, cualquier solución es mínimo cuadrá-
tica. La cuestión es dar un procedimiento para calcularlas en cualquier caso.

Ecuaciones normales

Las soluciones mínimo cuadráticas del sistema Am×nx = b coinciden
con las soluciones del sistema A∗Ax = A∗b, que es compatible. Este
sistema de ecuaciones recibe el nombre de ecuaciones normales.
Si A es de rango pleno por columnas, esto es, rango(A) = n, enton-
ces existe una única solución mínimo cuadrática determinada por x=
(A∗A)−1 A∗b.

PRUEBA: La norma ‖Au−b‖2 se minimiza cuando Au es la proyección or-
togonal de b sobre el espacio Col(A). Esto es equivalente a que Au−b sea or-
togonal a Col(A), que está generado por los vectores Aei , i = 1, . . . ,n, donde ei

son los vectores de la base estándar. Entonces

Au−b⊥Col(A) ⇔ (Au−b)• Aei = 0, i = 1, . . . ,n

⇔e∗i A∗(Au−b) = 0, i = 1, . . . ,n

⇔e∗i A∗Au= e∗i A∗b, i = 1, . . . ,n

⇔ A∗Au= A∗b,

de donde u es solución mínimo cuadrática del sistema Ax = b si y solamen-
te si u es solución de A∗Ax = A∗b. Este sistema es compatible, porque A∗b ∈
Col(A∗) = Col(A∗A).

Por último, si A es de rango pleno por columnas, la matriz A∗A es no singu-
lar, y el sistema A∗Ax= A∗b es compatible determinado, con solución (A∗A)−1 A∗b.
�

Ejemplo 9.1.1. Consideremos el sistema Ax= b, donde

A =





3 2 1
1 1 0

−1 0 −1



 ,b=





2
0
1



 .

Como rango(A) = 2,rango(A|b) = 3, el sistema es incompatible. Pasamos a re-
solver At Ax= Atb. En este caso,

B = At A =





11 7 4
7 5 2
4 2 2



 ,c= Atb=





5
4
1



 , y
(

B c
) rref−→





1 0 1 −1/2
0 1 −1 3/2
0 0 0 0
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por lo que el sistema de ecuaciones normales es compatible indeterminado.
Las soluciones son de la forma







x = −1
2 −λ

y = 3
2 +λ

z = λ

Ejemplo 9.1.2. Vamos a considerar el problema de ajuste por mínimos cuadra-
dos de una curva. Se trata de calcular un polinomio

p(t ) =α0 +α1t +α2t 2 +·· ·+αn−1t n−1

de un grado determinado que sea próximo, en el sentido de mínimos cuadra-
dos, a un conjunto de puntos

D = {(t1,b1), (t2,b2), . . . , (tm ,bm)},

donde los ti son números distintos y n ≤ m. Si llamamos ǫi = p(ti )−bi , se trata
de minimizar la suma de cuadrados

m∑

i=1
ǫ2

i =
m∑

i=1
(p(ti )−bi )2 = (Ax−b)t (Ax−b),

donde

A =








1 t1 t 2
1 . . . t n−1

1
1 t2 t 2

2 . . . t n−1
2

...
...

... . . .
...

1 tm t 2
m . . . t n−1

m








,x=








α0

α1
...

αn−1








,b=








b1

b2
...

bm








.

En otras palabras, el polinomio de grado n−1 que verifica la propiedad de míni-
mos cuadrados se obtiene como solución del problema de mínimos cuadrados
asociado al sistema Ax = b. Este polinomio es único porque la matriz A es de
Vandermonde, con n ≤ m y rango(A) = n.

Ejemplo 9.1.3. Consideremos el siguiente conjunto de datos:

ti 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
yi 1,1 1,2 1,3 1,3 1,4

Queremos calcular la recta y =α0 +α1t de mejor ajuste. Para ello, planteamos
las condiciones

α0 +1,0 ·α1 = 1,1,
α0 +1,5 ·α1 = 1,2,
α0 +2,0 ·α1 = 1,3,
α0 +2,5 ·α1 = 1,3,
α0 +3,0 ·α1 = 1,4.
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Esto se traduce en el sistema Aα=y, donde

A =










1,0 1,0
1,0 1,5
1,0 2,0
1,0 2,5
1,0 3,0










,y =










1,1
1,2
1,3
1,3
1,4










.

La solución mínimo cuadrática se obtiene como solución del sistema de ecua-
ciones normales At Aα= Aty:

[
5,00 10,00

10,00 22,50

](
α0

α1

)

=
(

6,3
12,95

)

.

La solución de este sistema es

α̂=
(

0,98
0,14

)

.

Podemos dibujar los datos.

t = [1.0 1.5 2.0 2.5 3.0℄';

y = [1.1 1.2 1.3 1.3 1.4℄';

A1 = [ones(5,1), t℄;

alpha0 = 0.98;alpha1 = 0.14;

esala = 0:0.01:3;

reta = alpha0 + alpha1*esala;

plot(esala, reta, t,y,'bd','MarkerFaeColor','g','MarkerSize',10)
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Figura 9.2: Ajuste lineal
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El error cuadrático medio es la norma del residuo:

r =y− Aα̂ y ‖r‖ = 0,0548.

Ahora podemos realizar una interpolación de tipo cuadrático, mediante el ajus-
te con un polinomio de la forma y =α0 +α1t +α2t 2. El sistema a resolver es

α0 +1,0 ·α1 + (1,0)2α2 = 1,1,
α0 +1,5 ·α1 + (1,5)2α2 = 1,2,
α0 +2,0 ·α1 + (2,0)2α2 = 1,3,
α0 +2,5 ·α1 + (2,5)2α2 = 1,3,
α0 +3,0 ·α1 + (3,0)2α2 = 1,4.

La matriz de coeficientes es

A =










1,00 1,00 1,00
1,00 1,50 2,25
1,00 2,00 4,00
1,00 2,50 6,25
1,00 3,00 9,00










,

y el sistema de ecuaciones normales At Aα= Aty es




5,000 10,000 22,500
10,000 22,500 55,000
22,500 55,000 142,125









α0

α1

α2



=





6,300
12,950
29,725



 , con solución α=





0,88000
0,25429
−0,02857



 .

El valor del residuo es ‖r‖2 = ‖y− Aα‖2 = 0,0478, que es menor que en el ajuste
lineal, como era de esperar, pues el espacio vectorial de los polinomios de grado
menor o igual que 2 contiene a las expresiones lineales.

A2 = [ones(5,1), t, t.^2℄;

alpha = A\y;

parabola = alpha(1) + alpha(2)*esala + alpha(3)*esala.^2;

plot(esala, reta, esala, parabola, ...

t,y,'bd','MarkerFaeColor','g','MarkerSize',10)

Ejemplo 9.1.4. La interpolación de un conjunto de datos no tiene que ser con
polinomios. Consideremos los puntos del ejemplo anterior, pero ahora vamos a
realizar un ajuste con las funciones 1,exp(t ),exp(−t ). Entonces el sistema que-
da

α0 +α1e1,0 +α2e−1,0 = 1,1,
α0 +α1e1,5 +α2e−1,5 = 1,2,
α0 +α1e2,0 +α2e−2,0 = 1,3,
α0 +α1e2,5 +α2e−2,5 = 1,3,
α0 +α1e3,0 +α2e−3,0 = 1,4.
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Figura 9.3: Ajuste lineal y cuadrático

La matriz de coeficientes es

A =










1,00000 2,71828 0,36788
1,00000 4,48169 0,22313
1,00000 7,38906 0,13534
1,00000 12,18249 0,08208
1,00000 20,08554 0,04979










,

y el sistema de ecuaciones normales At Aα= Aty tiene como solución

α=





1,32479
0,00483
−0,64107



 .

El valor del residuo es ‖y− Aα‖2 = 0,0421.

A3 = A3 = [ones(5,1), exp(t), exp(-t)℄;

beta = A3\y;

expon = beta(1) + beta(2)*exp(esala) + beta(3)*exp(-esala);

plot(esala, reta, esala, parabola,esala, expon, t,y,...

'bd','MarkerFaeColor','g','MarkerSize',10)

Ejemplo 9.1.5. Mediante la generación de matrices aleatorias, se han obtenido
los tiempos de ejecución de la descomposición de Cholesky en MATLAB de 38
matrices con dimensiones entre 1000 y 6000, con índice asociado entre 1 y 38.
Los resultados se encuentran en el fichero simulahol. Para cargarlos, proce-
demos como sigue:
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Figura 9.4: Ajuste lineal, cuadrático y exponencial

>> load simulahol

>> varx = (1:38)'; % valores de las variables de regresi\'{o}n

>> plot(varx, simulahol, 'og');

En el gráfico 9.5 aparecen los puntos del experimento, y se trata de hacer un
ajuste de los mismos.

Parece claro que un ajuste lineal no es el más adecuado. Comencemos con
uno de tipo cuadrático y = α0 +α1x +α2x2. Para ello, la matriz de coeficientes
del sistema es

A2 =
(

1 k k2
)

k=1,...,38 .

y el término independiente está formado por el vector simulahol. Construi-
mos el sistema:

>> A2 = [ones(38,1), varx, varx.^2℄;

>> solu2 = A2 \ simulahol

solu2 =

1.0537

-0.1388

0.0225

Podemos dibujar la curva resultante, que aparece en la figura 9.6:

>> esala = (1:0.1:38)';

>> urva2 = solu2(1) + solu2(2) * esala + solu2(3) * esala.^2;

>> plot(varx, simulahol, 'og', esala, urva2)
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Figura 9.5: Muestra de tiempos de ejecución del algoritmo de Cholesky.
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Figura 9.6: Ajuste cuadrático.
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El ajuste parece adecuado, pero hay que analizar los residuos. El vector de resi-
duos debe seguir una distribución normal de media cero y varianza σ2. Repre-
sentemos gráficamente el resultado (figura 9.7):

>> residuo2 = simulahol - ...

(solu2(1) + solu2(2) * varx + solu2(3) * varx.^2);

>> plot(varx,residuo2,'or')
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Figura 9.7: Residuos del ajuste cuadrático

La forma del residuo indica que hay una relación funcional entre ellos, por lo
que probamos el ajuste cúbico, que se representa en la figura 9.8.

>> A3 = [ones(38,1), varx, varx.^2, varx.^3℄;

>> solu3 = A3 \simulahol;

>> urva3 = solu3(1) + solu3(2) * esala + ...

solu3(3) * esala.^2 + solu3(4) * esala.^3;

>> plot(varx, simulahol, 'og', esala, urva2, 'r', ...

esala, urva3, 'b')

Se ve que el ajuste es más adecuado, y la forma de los residuos también es dife-
rente (figura 9.9):

>> residuo3 = simulahol - ...

(solu3(1) + solu3(2) * varx + solu3(3) * varx.^2 + solu3(4) * varx.^3);

>> plot(varx,residuo2,'or', varx, residuo3, '+g')

312 Álgebra Lineal



Depto. de Álgebra

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

5

10

15

20

25

30

 

 
datos
gr 2
gr 3

Figura 9.8: Ajustes cuadrático y cúbico
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Figura 9.9: Residuos del ajuste cuadrático y cúbico
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Por tanto, el ajuste cúbico es más adecuado.

9.2. * Teorema de Gauss-Markov

Las características numéricas de un fenómeno físico se denominan pará-
metros, y el objetivo es diseñar funciones o reglas que llamamos estimadores
que usen observaciones para estimar los parámetros de interés. Por ejemplo, la
media de una característica numérica de una población es un parámetro, y la
media de una población es un estimador de ese parámetro.

Los buenos estimadores deben ser insesgados y de mínima varianza. Tome-
mos X ,Y variables aleatorias, y notaremos, como es habitual,

E [X ] =µX la media de X ,
var[X ] = E [(X −µX )2] = E [X 2]−µ2

X la varianza de X ,
cov[X ,Y ] = E ((X −µX )(Y −µY )] = E [X Y ]−µX µY la covarianza de X ,Y .

Estimadores insesgados de mínima varianza

Un estimador θ̂, considerado como variable aleatoria, de un parámetro
θ se dice insesgado cuando E [θ̂] = θ. Decimos además que θ̂ es estima-
dor insesgado de mínima varianza de θ cuando var[θ̂] ≤ var[φ̂] para
todos los estimadores insesgados φ̂ de θ.

Estas ideas permiten demostrar por qué el método de mínimos cuadrados
es la mejor forma para determinar la relación entre los datos. Sea Y una variable
que suponemos relacionada linealmente con otras X1, X2, . . . , Xn mediante una
ecuación

Y =β0 +β1X1 +·· ·+βn Xn

donde las βi son parámetros desconocidos. Supongamos que los valores asu-
midos para las Xi no están sujetos a error o variación y pueden ser exactamen-
te calculados pero, por problemas de medida, los valores de Y no pueden ser
exactamente medidos. Entonces nos queda

Y =β0 +β1X1 +·· ·+βn Xn +ε

donde ε es una variable aleatoria que mide el error de medida. El problema es
determinar los parámetros βi mediante la observación de valores de Y en m

puntos diferentes Xi∗ = (xi 1, xi 2, . . . , xi n) ∈Rn , donde xi j es el valor de X j que se
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usa para hacer la i-ésima observación. Si llamamos yi la variable aleatoria que
representa la salida de la i-ésima observación de Y , tenemos que

yi =β0 +β1xi 1 +β2xi 2 +·· ·+βn xi n +εi , i = 1,2, . . . ,m, (9.2.1)

donde εi es una variable aleatoria que mide el error de la i-ésima observación.
Se supone en general que los errores de observación no están correlacionados
entre sí, pero tienen la misma varianza (desconocida) y media cero. En otras
palabras, tenemos que,

E [εi ] = 0 para cada i ,cov[ε,ε j ] =
{

σ2 cuando i = j ,
0 cuando i 6= j

Si

y =








y1

y2
...

yn








, X =








1 x11 x12 . . . x1n

1 x21 x22 . . . x2n
...

...
...

. . .
...

1 xm1 xm2 . . . xmn








,β =








β0

β1
...
βn








,ε=








ε1

ε2
...

εm








las ecuaciones 9.2.1 se pueden escribir como y = Xβ + ε. En la práctica, los
puntos Xi∗ en donde se hacen las observaciones se pueden tomar, casi siempre,
que hagan que la matriz X tenga rango n +1. El modelo estándar lineal queda

y = Xβ+ε con







rango(X ) = n +1,
E [ε]= 0,
cov[ε] =σ2I ,

donde hemos adoptado la convención

E [ε] =








E [ε1]
E [ε2]

...
E [εm]








,cov[ε] =








cov[ε1,ε1] cov[ε1,ε2] . . . cov[ε1,εm]
cov[ε2,ε1] cov[ε2,ε2] . . . cov[ε2,εm]

...
...

. . .
...

cov[εm ,ε1] cov[εm ,ε2] . . . cov[εm ,εm]








.

El problema es determinar el mejor (mínima varianza) estimador lineal inses-
gado para las componentes de β. Esto nos lo da el siguiente resultado.
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Teorema de Gauss-Markov

Para el modelo lineal estándar, el estimador lineal insesgado de mínima
varianza para βi es la i-ésima componente β̂i del vector

β̂ = (X t X )−1X ty = X +y.

En otras palabras, el mejor estimador lineal insesgado de β es la solu-
ción mínimo cuadrática de X β̂ =y.

PRUEBA: Es claro que β̂ = X +y es un estimador lineal de β porque cada
componente β̂i =

∑

k[X +]i k yk es una función lineal de las observaciones.
El que β̂ sea insesgado se sigue de

E [y] = E [Xβ+ε]= E [Xβ]+0= Xβ

por lo que
E [β̂] = E [X +y] = X +E [y]= X +Xβ =β.

Para verificar que β̂ = X +y tiene mínima varianza entre los estimadores linea-
les insesgados de β, seaβ′ un estimador lineal insesgado arbitrario de β. Como
es lineal, existe una matriz L tal que β′ = Ly. El carácter insesgado implica que

β = E [β′] = E [Ly]= LE [y] = LXβ.

Queremos que β = LXβ se verifique independientemente de los valores de β,
por lo que LX = I . Para i 6= j , se tiene que

0 = cov[εi ,ε j ] = E [εiε j ]−E [εi ]E [ε j ] ⇒ E [εiε j ] = E [εi ]E [ε j ] = 0.

Por otro lado,

cov[yi , y j ] =
{

E [(yi −E [yi ])2] = E [ε2
i
] =V ar [εi ] =σ2 cuando i = j ,

E [(yi −E [yi ])(y j −E [y j ])] = E [εiε j ] = 0 cuando i 6= j .

Recordemos que si cov[W , Z ] = 0 entonces var[aW +bZ ] = a2 var[W ]+b2 var[Z ].
Entonces

var[β′
i ] = var[Li∗y] = var[

m∑

k=1

li k yk ] =σ2
m∑

k=1

l 2
i k =σ2‖Li∗‖2

2 .

Dado que LX = I , se sigue que var[β′
i
] es mínima si y sólo si Li∗ es la solución

mínimo cuadrática del sistema zt X = et
i
, equivalente a X tz = ei . Su solución

mínimo cuadrática es

z = (X t )+ei , de donde zt = et
i X + = X +

i∗.
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Entonces var[β∗
i

] es mínima si y sólo si Li∗ = X +
i∗, para i = 1,2, . . . ,m, que es

lo mismo que L = X +. Por tanto, las componentes de β̂ = X +y son los únicos
estimadores lineales insesgados de mínima varianza para los parámetros en β.
�

Una cuestión que podemos responder aquí de una forma aproximada es la
confianza de los coeficientes del vector β̂. Una forma de medir dicha confian-
za es a través de su varianza, que podemos calcular. Consideremos el modelo
lineal estándar que hemos descrito anteriormente:

y = Xβ+ε con







rango(X ) = n +1,
E [ε]= 0,
cov[ε] =σ2I ,

Llamemos ŷ =y−ε. Entonces cov(ŷ) = cov(−ε) =σ2I , y

cov(β̂) = cov((X t X )−1 X t ŷ)

= (X t X )−1 X t cov(ŷ)X (X t X )−1

= (X t X )−1 X tσ2I X (X t X )−1 =σ2(X t X )−1.

9.3. * Variaciones de mínimos cuadrados

9.3.1. Mínimos cuadrados ponderados

Consideremos el modelo de regresión lineal múltiple

y = Xβ+ε,

donde ahora varǫ 6=σ2Im . En este caso, nuestro estimador β̂ = (X t X )−1X ty es
todavía el estimador de mínimos cuadrados de β, pero pierde el carácter de in-
sesgado y mínima varianza. Vamos a suponer, en primer lugar, que las variables
aleatorias εi no están correlacionadas, pero sus varianzas no son las mismas.
En términos matriciales, varε =Ω = σ2C , donde C = diag(c2

1 , . . . ,c2
m), y cada ci

es una constante conocida. Este problema de regresión se conoce como míni-
mos cuadrados ponderados. El estimador para mínimos cuadrados pondera-
dos de β se obtiene mediante una simple transformación de tal forma que la
regresión múltiple clásica se aplica al modelo transformado. Consideremos la
matriz C−1/2 = diag(c−1

1 , . . . ,c−1
m ) y transformemos el problema original multi-

plicando ambos lados de la ecuación por C−1/2. El nuevo modelo es

C−1/2y =C−1/2Xβ+C−1/2ε,
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o de forma equivalente
y∗ = X∗β+ε∗,

donde
y∗ =C−1/2y, X∗ =C−1/2X y ε∗ =C−1/2ǫ.

Por un lado se tiene que E [ǫ∗] =C−1/2E [ε] = 0. Por otro, la matriz de covarianza
de ε∗ es igual a

varε∗ = var(C−1/2ε)=C−1/2(varε)C−1/2

=C−1/2σ2CC−1/2 =σ2Im .

Por tanto, para el modelo transformado se aplica el modelo de mínimos cua-
drados clásico, y el estimador de β queda

β̂ = (X t
∗X∗)−1X t

∗y∗.

Si reemplazamos por los valores originales, obtenemos

β̂ = (X t C−1/2C−1/2X )−1X t C−1/2C−1/2y

= (X t C−1X )−1 X t C−1y.

El tratamiento anterior de mínimos cuadrados ponderados es equivalente a su-
poner que las medidas tomadas en y no son de la misma fiabilidad. Entonces
se puede asignar un peso a los errores cometidos, dando más importancia a
las medidas en las que tengamos más confianza. Si los pesos se denotan por
w 2

1 , w 2
2 , . . . , w 2

m , la suma ponderada de los errores será de la forma

w 2
1(y1 − ŷ1)2 +w 2

2(y2 − ŷ2)2 +·· ·+w 2
m(ym − ŷm)2.

Entonces estamos en la situación inicial con varεi =σ2
i
= 1

w 2
i

, es decir, la varian-

za del error es la inversa de los pesos (mayor peso implica menor varianza).

9.3.2. Mínimos cuadrados generalizado

Vamos a considerar ahora un problema de regresión más general. En caso
anterior suponíamos que varε=σ2 diag(c1

1 , . . . ,c2
m). Ahora consideramos varε=

σ2C , donde C es una matriz m ×m definida positiva. Así, los errores aleatorios
no solamente pueden tener varianzas distintas, sino que pueden estar corre-
lacionados. Como en el caso ponderado, la solución pasa por transformar el
problema original a uno clásico de mínimos cuadrados. Para ello, calculemos
T una matriz m × m tal que T T t = C (factorización de Cholesky). Entonces
C−1 = (T t )−1T −1. Transformamos el modelo de regresión original en

y∗ = X∗β+ε∗,
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donde
y∗ = T −1y, X∗ = T −1X y ε∗ = T −1ε.

Observemos que E [ε∗] = T −1E [ε]= 0, y

var(ε∗) = var(T −1ε)

= T −1 var(ε)(T −1)t

= T −1σ2C (T t )−1 =σ2Im .

Por tanto, el estimador β̂∗ de β en el problema de mínimos cuadrados genera-
lizado es

β̂∗ = (X t
∗X∗)−1X t

∗y∗

= (X t (T t )−1T −1X )−1 X t (T t )−1T −1y

= (X t C−1X )−1X t C−1y.

9.4. Métodos numéricos de cálculo

Consideremos el sistema Ax = b con A de rango completo. Para resolverlo
tenemos que encontrar la solución del sistema A∗Ax = A∗b (ecuaciones nor-
males). Tenemos varios algoritmos.

9.4.1. Mediante Cholesky

Si A es de rango completo, entonces A∗A es hermitiana definida positiva,
y el método estándar para encontrar la solución del sistema es la factorización
de Cholesky: construimos una factorización A∗A = R∗R , con R triangular su-
perior. El sistema se reduce a

R∗Rx= A∗b

y el proceso es

1. Construye M = A∗A y c= A∗b.

2. M = R∗R mediante Cholesky.

3. Resuelve el sistema triangular inferior R∗y = c.

4. Resuelve el sistema triangular superior Rx=y.

Si A es de orden m ×n, entonces la complejidad de cálculo es aproximada-
mente igual a (mn2 +1/3n3) [?, p.82].
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Ejemplo 9.4.1. Vamos a ajustar el siguiente conjuntos de datos:

ti 1000 1050 1060 1080 1110 1130
y1 6010 6153 6421 6399 6726 6701

Mostramos la ejecución de los comandos en MATLAB.

>> t = [1000 1050 1060 1080 1110 1130℄';

>> y1 = [6010 6153 6421 6399 6726 6701℄';

>> A = [ones(numel(t),1), t℄;

>> M = A'*A

M =

6 6430

6430 6901500

>> ond(M,2)

ans =

7.4307e+008

Observemos que el número de condición de la matriz M es muy elevado. Vere-
mos después cómo se puede rebajar.

>> RM = hol(M)

RM =

1.0e+003 *

0.0024 2.6250

0 0.1034

>> betaC = RM'\

betaC =

1.0e+004 *

1.5681

0.0611
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>> alphaC = RM\betaC

alphaC =

71.6443

5.9067

Veamos una forma de conseguir que la matriz M tenga un mejor número de
condición. Una forma es la aplicación del escalado a las filas de la matriz, pero
entonces perdemos el carácter simétrico. Se trata de centrar la variable de datos
t mediante una transformación

z =
t −µ

σ
,

donde µ es la media de t , y σ su desviación estándar. El problema de ajuste
se reduce a uno de la forma y = β0 +β1z, cuya solución se calcula de la forma
siguiente:

>> z = (t-mean(t))/std(t);

>> Am = [ones(numel(z)), z℄;

>> M2 = Am'*Am

M2 =

6.0000 -0.0000

-0.0000 5.0000

>> ond(M2,2)

ans =

1.2000

El número de condición ha disminuido considerablemente, y las soluciones
son más fiables. La razón de la mejora del número de condición es que en el
primer caso, los valores de ti se concentran en el intervalo [1000,1130], y las
dos columnas de la matriz de coeficientes son aproximadamente proporciona-
les. En contraste, la variable z tiene una distribución en [−1,5504,1,2620], y las
columnas de Am no son tan parecidas.
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>> R2 = hol(M2);

>> gamma = R2' \ (Am'*y1);

>> >> beta = R2 \ gamma

beta =

1.0e+003 *

6.4017

0.2730

9.4.2. Mediante QR reducida

Sea A = Q̂R̂ factorización QR reducida de la matriz A, con Q̂ del mismo or-
den que A y R̂ triangular superior cuadrada. Las ecuaciones normales quedan
entonces

A∗Ax= A∗b⇒ R̂∗Q̂∗Q̂R̂x= R̂∗Q̂∗b

Como Q̂ tiene columnas ortonormales, la matriz Q̂∗Q̂ es igual a la identidad de
orden n. Además, R̂ es invertible, luego obtenemos el sistema

R̂x= Q̂∗b.

El proceso queda entonces

1. A = Q̂R̂ descomposición QR reducida.

2. c= Q̂∗b.

3. Resuelve el sistema triangular superior R̂x= c.

La complejidad de cálculo es del orden de 2mn2 −2/3n3, si calculamos la des-
composición QR por Householder [?, p.83].

Ejemplo 9.4.2. Vamos a ajustar el siguiente conjuntos de datos:

ti 1000 1050 1060 1080 1110 1130
y1 6010 6153 6421 6399 6726 6701

Mostramos la ejecución de los comandos en MATLAB.

>> t = [1000 1050 1060 1080 1110 1130℄';

>> y1 = [6010 6153 6421 6399 6726 6701℄';

>> A = [ones(numel(t),1), t℄;
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>> [QA,RA℄ = qr(A,0)

QA =

-0.4082 -0.6934

-0.4082 -0.2096

-0.4082 -0.1129

-0.4082 0.0806

-0.4082 0.3709

-0.4082 0.5644

RA =

1.0e+003 *

-0.0024 -2.6250

0 0.1034

>> beta = QA'*y1

beta =

1.0e+004 *

-1.5681

0.0611

>> alphaQR = RA\beta

alphaQR =

71.6443

5.9067

9.4.3. * Mediante SVD reducida

Consideremos la descomposición SVD reducida A = Û Σ̂V ∗, donde Û es de
columnas ortonormales del mismo orden que A, Σ̂ es diagonal y V es unitaria.
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Entonces las ecuaciones normales A∗Ax= A∗b implican

ΣV ∗x= Û∗b

El proceso queda entonces

1. A = Û Σ̂V ∗ con U rectangular, Σ cuadrada.

2. c= Û∗b.

3. Resuelve el sistema diagonal Σ̂y = c.

4. x=V y.

El coste es del orden de 2mn2 +11n3 [?, p.84].

Ejemplo 9.4.3. Vamos a ajustar el siguiente conjuntos de datos:

ti 1000 1050 1060 1080 1110 1130
y1 6010 6153 6421 6399 6726 6701

Mostramos la ejecución de los comandos en MATLAB.

>> t = [1000 1050 1060 1080 1110 1130℄';

>> y1 = [6010 6153 6421 6399 6726 6701℄';

>> A = [ones(numel(t),1), t℄;

>> [UA,SA,VA℄=svd(A,0)

UA =

0.3807 0.7089

0.3997 0.2255

0.4035 0.1288

0.4111 -0.0645

0.4225 -0.3545

0.4301 -0.5479

SA =

1.0e+003 *

2.6271 0

0 0.0001
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VA =

0.0009 1.0000

1.0000 -0.0009

>> beta = UA'*y1;

>> gamma = SA\beta

gamma =

5.9735

71.6388

alphaSVD = VA*gamma

alphaSVD =

71.6443

5.9067

9.4.4. Conclusiones

Si se busca velocidad, la elección es Cholesky. Sin embargo, la resolución
del sistema no es siempre estable por los errores de redondeo. Por ese motivo,
ha sido tradicional el uso de QR (ver [?, p. 245]), que es algo más barato que
SVD. Sin embargo, si la matriz A tiene valores singulares próximos a cero (de-
ficiencia de rango), el uso de SVD es el más aconsejable. Precisamente para los
problemas en los que A tiene más columnas que filas (indeterminado) se usa
el análogo de SVD ([?, p.263]).

En el documento ”Comparación de mínimos cuadrados“ se muestra una
comparativa de los métodos anteriores sobre un caso concreto. También se
explican cómo se resuelve este problema en diferentes herramientas, como
MATLAB, MAPLE, SCILAB, OCTAVE, SAGE.

No hay que olvidar la técnica de centrado, muy habitual en la regresión en-
tre dos variables. Si la matriz A es de la forma

A =








1 t1

1 t2
...
1 tn








,t el vector con los datos experimentales,
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hacemos el cambio yi = 1
s

(ti−E [y]), donde s es la desviación estándar, la mues-
tral o la poblacional, según se quiera. Entonces se realiza el ajusteα0+α1 yi = bi ,
y la nueva matriz es

B =








1 y1

1 y2
...
1 yn








, que verifica B t B =
(

n 0
0 k

)

,k = n o n −1.

El número de condición de esta matriz es muy próximo a 1.
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9.5. * Colinealidad en la matriz de datos

Esta sección es complementaria a los métodos numéricos para la resolu-
ción del problema de mínimos cuadrados, y es un compendio de material di-
verso. Se trata de afrontar el caso en el que la matriz de coeficientes asociada
al problema de mínimos cuadrados genera unas ecuaciones normales con un
número de condición grande. Empecemos mostrando un escenario donde se
presentan estos problemas.

Supongamos que estamos realizando un estudio médico sobre el efecto de
ciertas fármacos sobre el nivel de azúcar en la sangre. Recogemos datos de ca-
da paciente, numerados de i = 1 a m, guardando su nivel inicial de azúcar en
sangre ai 1, su nivel final bi 1, la cantidad de fármaco administrado ai 2, y otras
cantidades de tipo médico, como el peso diario, en un tratamiento de una se-
mana (ai 3 hasta ai 9). En total, hay n < m valores médicos medidos para cada
paciente. Nuestro objetivo es predecir bi dados ai 1 hasta ai n , y formulamos el
problema como un ajuste por mínimos cuadrados mı́nx‖Ax−b‖2. Usaremos
x para predecir el valor de azúcar en sangre b j de un futuro paciente j median-
te el resultado del ajuste

∑n
k=1 a j k xk .

Como el peso de una persona no cambia significativamente de un día para
otro, es probable que las columnas 3 a la 9 de la matriz A, que contienen los
pesos, sean muy similares. Por simplificar el razonamiento, supongamos que
son iguales. Esto significa que la matriz A es deficiente de rango, y el vector
u0 = e3−e4 es un vector de null(A). Si u es una solución mínimo cuadrática de
norma mínima, entoncesu+βu0 también es solución mínimo cuadrática, para
cualquier escalar β, como pueden ser β= 0 o β= 106. ¿Existe alguna razón para
preferir una a otra? El valor 106 no parece una buena elección, ya que el futuro
paciente j , que ganan medio kilo entre los días 1 y 2, tendrá esa diferencia de
0,5 kilogramos multiplicada por 106 en la predicción

∑n
k=1 a j k xk del nivel de

azúcar final. Es más razonable tomar β = 0, que corresponde a la solución de
norma mínima u.

9.5.1. Uso de la SVD en análisis de regresión

Lo que sigue es un extracto del artículo ’Use of Singular Value Decompo-
sition in Regression Analysis’, por John Mandel, The American Statiscian, Feb
1982, vol. 36, n. 1, 15–24.

Así como la regresión lineal múltiple por mínimos cuadrados se ha usado
durante mucho tiempo como una importante técnica estadística para ajus-

tar ecuaciones a datos, las implicaciones completas, limitaciones y problemas
inherentes asociados han sido tratados en artículos y libros únicamente de for-
ma reciente. Además de aclarar estas cuestiones, una gran parte del trabajo ha
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proporcionado modificaciones de la técnica con el objeto de incrementar su
fiabilidad como una herramienta de análisis de datos.

Sin duda, la mayor fuente de dificultades en el uso de mínimos cuadrados
es la existencia de colinealidad en muchos conjuntos de datos, y la mayoría de
las modificaciones al método de mínimos cuadrados ordinario es un intento de
ocuparse del problema de la colinealidad. Entre estas modificaciones se pue-
den citar la regresión de componentes principales (Draper,Smith, 1981; Hoc-
king, Speed, Lynn, 1976), regresión de raíces latentes (Webster, Gunst, Mason,
1974), contracción (Hocking, Speed, Lynn, 1976; Stein, 1960), ’ridge regression’
(Chatterjee, Price, 1977; Draper,Smith, 1981; Hocking, Speed, Lynn, 1976; Hoerl,
Kennard, 1970; Marquardt, 1970; Marquardt, Snee, 1973), y otras variantes de
estas técnicas.

Aquí no pretendemos discutirlas todas ellas, o comparar sus méritos relati-
vos. El propósito es presentar la naturaleza de estos problemas a través de una
cuidadosa explicación de la matemática adecuada y los aspectos conceptuales.
Es casi indispensable, para alcanzar este objetivo, usar la notación matricial
y recurrir al método de las componentes principales o técnicas relacionadas.
Usaremos la descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz de dise-
ño, una técnica que tiene mucho que ver con el método de las componentes
principales, para aclarar el problema de la colinealidad.

Haremos una exposición general, sin garantía de completitud en el trata-
miento. Para una discusión más amplia y avanzada se puede consultar (Belsley,
Kuh, Welsch, 1980), o la nueva edición de (Draper, Smith, 1981).

El modelo

Suponemos el modelo lineal estándar

y = Xβ+e, (9.5.1)

dondey,e son vectores de N elementos, X = (xi j ) es una matrix de orden N×p,
y β es un vector de p elementos. La matrix X es dada, y el vector y contiene las
medidas yi . Los errores ei se suponen no correlacionados, de media cero y va-
rianza σ2, que es desconocida. Algunas de las ideas generales las ilustraremos
con los datos de la tabla 9.10, en la que N = 8, p = 3.

En este caso hay tres variables regresoras x1, x2, x3, de las cuales la primera
es igual a 1 para todo i . La ecuación de regresión queda de la forma

yi =β1 +β2xi 2 +β3xi 3 +ei ,

con un término independiente β1.
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Punto x1 x2 x3 y

1 1 16,85 1,46 41,38
2 1 24,81 −4,61 31,01
3 1 18,85 −0,21 37,41
4 1 12,63 4,93 50,05
5 1 21,38 −1,36 39,17
6 1 18,78 −0,08 38,86
7 1 15,58 2,98 46,14
8 1 16,30 1,73 44,17

Figura 9.10: Tabla de datos A

En muchos casos (ver Schott), se realiza previamente una estandarización
de todas las variables regresoras, excepto el término independiente. La estan-
darización del regresor x j consiste en reemplazarlo en la ecuación de regresión
por

x j = x̄ j + s j t j ,

donde x̄ j es la media, y s j es la desviación estándar de los elementos xi j en la
columna x j . La regresión lineal es ahora entre y y los t j , donde tenemos que
t̄ j = 0 (variables centradas), y st j

= 1 (variables escaladas). Los usos y utilidad
del centrado y escalado se discuten con detalle en (Draper, Smith, 1981). Por
simplicidad en la presentación omitimos este paso en esta exposición. Hemos
visto un caso en el ejemplo 9.4.1.

El objeto del análisis de regresión es estimar los coeficientes β j , j = 1, . . . , p,
así como σ2, predecir el valor de y para cualquier valor de las variables x =
(x1, x2, . . . , xp ), y estimar el error del valor predicho ŷ. Para evitar confusión, un
conjunto de valores (x1, x2, . . . , xp ) para los cuales se calcula un valor de y se
denominará un punto en el espacio X , o simplemente un punto, en lugar de un
vector.

SVD de la matriz X

Dada una matriz X de orden N ×p, es posible expresar cada elemento xi j

de X como

xi j =σ1u1i v1 j +σ2u2i v2 j + . . .+σr ur i vr j =
r∑

k=1
σk uki vk j , (9.5.2)

donde σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr . Esto se conoce como la descomposición en valores
singulares (SVD) compacta de X . El número de términos r es el rango de la
matriz X , por lo que r ≤ mı́n{N , p}.
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Supondremos siempre que N ≥ p (sistema sobredeterminado), y entonces
r ≤ p. Los r vectoresuk forman un sistema ortonormal, al igual que los vectores
vk . La notación matricial clásica es

X =UΣV t ,

con U de orden N ×r , Σ diagonal de orden r , y V t de orden r ×p. Las columnas
de la matriz U son los vectores uk , y las columnas de la matriz V son los vec-
tores vk . Se tiene entonces que U tU = Ir =V t V . Los números σ1, . . . ,σr son las
raíces cuadradas de los autovalores no nulos de X t X (o de X X t ), y son los valo-
res singulares. Las columnas de U son los autovectores de X X t , y las columnas
de V los autovectores de X t X .

En el caso de la matriz de datos de la tabla 9.10, podemos hacer los siguien-
tes cálculos en MATLAB.

>> X = [1, 16.85, 1.46; ...

1, 24.81, -4.61; ...

1, 18.85, -0.21; ...

1, 12.63, 4.93; ...

1, 21.38, -1.36; ...

1, 18.78, -0.08; ...

1, 15.58, 2.98; ...

1, 16.30, 1.73℄;

>> [U,S,V℄ = svd(X,0)

U =

-0.3226 -0.1761 -0.1938

-0.4739 0.6035 -0.0499

-0.3606 0.0382 -0.3337

-0.2424 -0.6214 0.0362

-0.4087 0.1869 0.6592

-0.3593 0.0216 -0.2418

-0.2985 -0.3705 0.4536

-0.3121 -0.2110 -0.3853

S =

52.3478 0 0

0 7.8539 0
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0 0 0.0557

V =

-0.0531 -0.0673 -0.9963

-0.9986 0.0084 0.0526

-0.0048 -0.9977 0.0677

En este caso, r = 3, es decir, r = p. Esto se conoce como el caso de rango com-
pleto. Cada elemento de X se puede recalcular a partir de la fórmula 9.5.2. Por
ejemplo, el elemento x43 = 4,93 es igual a

(−0,2424)×52,3478× (−0,0048)

+ (−0,6214)×7,8539× (−0,9977)

+0,0362×0,0557×0,0677. (9.5.3)

Interpretación geométrica de SVD

Para simplificar la explicación, consideraremos un ejemplo con únicamen-
te dos variables regresoras x1, x2, dados por la matriz

X =










1,3 1,2
4,2 2,8
6,3 7,4
8,0 7,1
9,4 8,2










.

Las columnas de X representan a los vectores x1, x2. Cada fila de X se puede
interpretar como un punto en el espacio de dos dimensiones, con coordenadas
(x1, x2). Podemos considerar X representada por 5 puntos en el plano. Calcule-
mos su SVD compacta.

>> X2 = [ 1.3, 1.2; 4.2, 2.8; 6.3, 7.4; 8.0, 7.1; 9.4, 8.2℄;

>> [U2,S2,V2℄ = svd(X2,0)

U2 =

0.0895 -0.0021

0.2521 -0.5460

0.4881 0.7830
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0.5409 -0.1555

0.6306 -0.2541

S2 =

19.7718 0

0 1.4654

V2 =

0.7336 -0.6796

0.6796 0.7336

Las columnas de V , etiquetadas v1,v2, también representan un vector o un
punto. Como vectores, al ser ortonormales, los podemos considerar como un
nuevo sistema de referencia en el plano. Si calculamos las coordenadas de los
puntos de X respecto a este nuevo sistema, las nuevas coordenadas serán igua-
les aσ1u1 yσ2u2. Por ejemplo, las nuevas coordenadas de (4,2,2,8) serán (19,7718×
0,2521,1,4654×(−0,5460)= (4,9845,−0,8001). Los tamaños relativos de las coor-
denadas no son accidentales. Las proyecciones de los puntos sobre el eje v1

cubren un mayor rango que las proyecciones sobre el eje v2. En otras palabras,
los cinco puntos de la matriz de diseño descansan fundamentalmente sobre el
eje v1, y menos sobre el eje v2. Notemos que si tuviéramos σ2 = 0, entonces
las coordenadas sobre el eje v2 serían 0. En tal caso, los cinco puntos estarían
sobre la recta determinada por v1. Vemos entonces que el propósito de SVD
es reorientar los ejes coordenados de tal forma que siguen los más aproxima-
damente posible la forma dibujada por los puntos de la matriz X . La SVD nos
ayuda a entender la estructura de la matriz X .

9.5.2. Regresión de componentes principales

El objetivo principal de esta sección se puede ahora enunciar en términos
más precisos. Con la ayuda de la SVD, vamos a ver las ventajas de reemplazar
X por su SVD en el cálculo de la regresión de y sobre X . Este procedimiento se
denomina regresión de componentes principales. Veremos que mientras esta
técnica se puede usar en cualquier regresión dada por el modelo estándar, es
particularmente interesante en los casos de colinealidad o casi colinealidad.
Estos términos se explicarán más adelante.

332 Álgebra Lineal



Depto. de Álgebra

Cambiamos en la ecuación (9.5.1) la matriz X por su SVD:

y =UΣV tβ+e. (9.5.4)

Escrita de esta forma, hablaremos del modelo de regresión de componentes
principales.

La ecuación anterior la podemos escribir como

y =U (ΣV tβ)+e,

donde ΣV tβ es un vector de orden r , que llamaremos α. Entonces la ecuación
(9.5.4) queda

y =Uα+e.

El vector y y la matriz U son conocidas. La solución mínimo cuadrática se cal-
cula de la forma habitual:

α̂= (U tU )−1U ty =U ty.

Por ejemplo, con los datos de la tabla 9.10, nos quedaría

>> y = [ 41.38 31.01 37.41 50.05 39.17 38.86 46.14 44.47℄;

>> alphag = U'*y

alphag =

-111.2858

-36.5653

-0.0185

Sigamos con el estudio teórico. Se tiene que

α̂=U t (Uα+e) =α+U te,

o bien α̂−α = U te. Entonces E (α̂−α) = 0, de donde E (α̂) = E (α). Así, α̂ es
insesgado. Además,

var(α̂) = var(α+U te)

= var(U te) =U t var(e)U =σ2I .

Por tanto, las componentes α̂ j son mutuamente no correlacionadas. Observe-
mos que el número de elementos de β es p, y el de α es r , que puede ser menor
que p.
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Tenemos que β̂ = X +y =V Σ
−1U ty =V Σ

−1α̂. Recordemos que V no es cua-
drada, pero sus columnas forman un sistema ortonormal, es decir, V t V = I .
Entonces V t β̂ =Σ

−1α̂, y de aquí

ΣV t
1 β̂ = α̂. (9.5.5)

Por ejemplo, con los datos de la tabla 9.10 y la SVD calculada, nos queda

β̂1 =−0,0531
α̂1

52,3478
+ (−0,0673)

α̂2

7,8539
+ (−0,9963)

α̂3

0,0557
.

En general, la ecuación es de la forma

β̂ j =
p∑

k=1

v j k
α̂k

σk

.

Como las componentes de α̂ no están correlacionadas, y tienen varianza igual
a σ2, se tiene que

var(β̂ j ) =σ2
p∑

k=1

v 2
j k

σ2
k

.

Con los datos que estamos tomando, obtenemos

var(β̂1) =σ2
[(

−
0,0531

52,3478

)2

+
(

−
0,0673

7,8539

)2

+
(

−
0,9963

0,0557

)2]

.

El numerador de cada término son los cuadrados de los elementos de la prime-
ra fila de la matriz V , por lo que están entre 0 y 1. Sin embargo, los denomina-
dores son los cuadrados de los valores singulares. En el ejemplo, σ3 es mucho
más pequeño que σ1 y σ2, por lo que el tercer sumando es el que más contribu-
ye a la varianza total. Lo mismo ocurre con var(β̂2) y var(β̂3). La razón de esta
situación no deseable es el pequeño valor de σ3. t’Vemos así que el uso de la
SVD nos permite identificar la causa de varianzas grandes para algunos coefi-
cientes. En cierta forma, el valor de σ3 se puede considerar, a efectos prácticos,
igual a cero. Pero un valor singular nulo tiene consecuencias importantes en la
interpretación de la regresión.

9.5.3. Efectos en la regresión de la colinealidad

Un valor singular nulo implica un autovalor cero en la matriz X t X . Como
rango(X t X ) = rango(X ), esto significa que existe una relación lineal entre las
columnas de la matriz X . Por tanto, un valor singular próximo a cero implica
que existe casi una relación lineal entre las columnas de X .

Vamos a ver lo que ocurre en el ejemplo anterior de manera gráfica. Como
la variable x1 tiene el valor constante 1, dibujaremos la distribución de puntos
definida por x2 y x3. Suponemos los datos ya cargados en la matriz X .
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Figura 9.11: Casi colinealidad entre x2 y x3.

>> plot(X(:,2),X(:,3),'ro')

El gráfico que aparece lo vemos en la figura 9.11 Podemos calcular la recta
de regresión asociada a estos datos. Planteamos el problema de encontrar una
relación lineal del tipo

x3 = γ1x1 +γ2x2, (9.5.6)

que en forma matricial es

(
x1 x2

)
(
γ1

γ2

)

=x3.

El ajuste por mínimos cuadrados lo podemos calcular con MATLAB mediante el
comando
.

>> A = [X(:,1),X(:,2)℄;

>> A\X(:,3)

ans =

14.5594

-0.7689

Entonces γ1 = 14,5594 y γ2 =−0,7689, esto es,

x3 = 14,5594x1 −0,7689x2. (9.5.7)
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Punto x1 x2 x3 y

1 1 16,85 2,3625 41,38
2 1 24,81 −3,6075 31,01
3 1 18,85 0,8625 37,41
4 1 12,63 5,5275 50,05
5 1 21,38 −1,0350 39,17
6 1 18,78 0,9150 38,86
7 1 15,58 3,3150 46,14
8 1 16,30 2,7750 44,47

Figura 9.12: Tabla de datos B. x3 = 15x1 −0,75x2

Se pueden obtener análogas relaciones si hacemos las regresiones de x2 res-
pecto a x1, x3, y de x1 respecto a x2, x3. Procediendo como antes se obtiene

x2 = 18,9253x1−1,2856x3, x1 = 0,0528x2+0,0679x3

respectivamente. Si expresamos en ambos casos x3 en función de x1 y x2, nos
queda

x3 = 14,7209x1−0,7778x2, (9.5.8)

y
x3 = 14,7200x1−0,7775x2. (9.5.9)

El problema que pretendemos resolver es descubrir estas relaciones sin grá-
ficos. Para ello, tomaremos en primer lugar un conjunto de datos preparados,
con una relación lineal exacta, y de manera analítica la encontraremos. La tabla
de partida aparece en 9.12.

La SVD de la matriz X es la siguiente:

>> X1 = [1, 16.85, 2.3625; 1, 24.81, -3.6075; ...

1, 18.85, 0.8625; 1, 12.63, 5.5275; ...

1, 21.38, -1.0350; 1, 18.78, 0.9150; ...

1, 15.58, 3.3150; 1, 16.30, 2.7750℄;

>> [U1, S1, V1℄ = svd(X1,0)

U1 =

-0.3239 -0.1931 0.8253

-0.4699 0.5981 -0.1172
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-0.3606 0.0057 -0.3217

-0.2465 -0.6126 -0.1688

-0.4070 0.2572 0.2668

-0.3593 -0.0013 -0.2596

-0.3006 -0.3194 -0.0445

-0.3138 -0.2478 -0.1803

S1 =

52.4063 0 0

0 8.0365 0

0 0 0.0000

V1 =

-0.0531 -0.0639 0.9965

-0.9974 0.0514 -0.0498

-0.0480 -0.9966 -0.0664

En la forma que estamos usando de SVD, nuestra matriz U está formada por las
dos primeras columnas de U1, Σ es la matriz diagonal de orden 2 con los dos
valores singulares no nulos, y V por las dos primeras columnas de V1. Hay que
hacer notar que las matrices U y V no son únicas.

>> U = U1(:,1:2)

>> S = S1(1:2,1:2)

>> V = V1(:,1:2)

El rango de X es 2, y p = 3. A partir de α̂=U ty, nos queda

α̂=U ty =
(
−111,5248
−35,6285

)

.

Aunque α̂ tiene solamente dos componentes, para β̂ hay tres componentes, y
están relacionados por

ΣV t β̂ = α̂.

En el ejemplo,

>> S * V'
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ans =

-2.7815 -52.2719 -2.5180

-0.5133 0.4131 -8.0094

luego
(
−2,7815 −52,2719 −2,5180
−0,5133 0,4131 −8,0094

)






β̂1

β̂2

β̂3




=

(
−111,5248
−35,6285

)

.

Podemos expresar cualquiera de las tres componentes de β̂ en función de las
otras dos, y esto implica que no hay solución única para β̂.

Para tratar el caso general, notemos la matriz ΣV t , de orden r ×p, por Z , y
dividimos Z en la forma

Z =
(

ZA ZB

)

,

donde ZA es de orden r ×r , y ZB de orden r × (p −r ). Hacemos lo mismo con el
vector β̂, y nos queda

(
ZA ZB

)
(
β̂A

β̂B

)

= α̂,

con β̂A vector de orden r , y β̂B de orden (p − r ). Desarrollamos y nos queda

ZAβ̂A +ZB β̂B = α̂.

Para los datos de nuestro ejemplo, esta ecuación queda
(
−2,7815 −52,2719
−0,5133 0,4131

)(
β̂1

β̂2

)

+
(
−2,5180
−8,0094

)
(

β̂3
)

=
(
−111,5248
−35,6285

)

.

Podemos suponer que ZA es no singular; si no, bastaría una reordenación de la
variables β̂i . Entonces

β̂A +Z−1
A ZB β̂B = Z−1

A α̂. (9.5.10)

La ecuación (9.5.10) muestra que, una vez se elija un valor de β̂B , el vector β̂A

está unívocamente determinado. En nuestro ejemplo, β̂1 y β̂2 se calculan fijan-
do el valor de β̂3.

9.5.4. Predicción en el caso de colinealidad

Consideremos ahora un nuevo punto x para el que deseamos estimar ŷ.
Se verifica que ŷ = xβ̂. Si introducimos las particiones como en el apartado
anterior,

ŷ =
(

xA xB

)
(
β̂A

β̂B

)

,
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con xA de dimensión 1× r , xB de dimensión 1× (p − r ). Entonces

ŷ = xAβ̂A +xB β̂B (9.5.11)

= xA(Z−1
A α̂−Z−1

A ZB β̂B )+xB β̂B (9.5.12)

= xA(Z−1
A α̂)+ (xB −xA Z−1

A ZB )β̂B . (9.5.13)

Recordemos que β̂B puede tomar cualquier valor. Para que la ecuación anterior
tenga sentido, el valor de ŷ debe permanecer constante para cualquier valor
arbitrario de β̂. Entonces

xB −xA Z−1
A ZB = 0 (9.5.14)

Recordemos que Z = ΣV t . Partimos V t =
(

V t
A

V t
B

)

, con V t
A

de orden r × r y
V t

B
de orden r × (p − r ). Entonces

Z =
(

ZA ZB

)

=Σ
(

V t
A

V t
B

)

=
(
ΣV t

A
ΣV t

B

)

.

De aquí, Z−1
A ZB = (V t

A
)−1

Σ
−1
ΣV t

B
= (V t

A
)−1V t

B
. Entonces la ecuación (9.5.14) se

puede escribir como
xB = xA

(
(V t

A
)−1 V t

B

)

.

Si se verifica la ecuación (9.5.14), la solución es

ŷ = xA(Z−1
A α̂). (9.5.15)

Es importante resaltar que la ecuación (9.5.11) da lugar a dos relaciones: la con-
dición (9.5.14) y la solución (9.5.15). Y la solución solamente es válida cuando
la condición se cumple.

Para nuestro ejemplo,

>> Z = S * V'

Z =

-2.7815 -52.2719 -2.5180

-0.5133 0.4131 -8.0094

>> ZA = Z(1:2,1:2);

>> ZB = Z(:,3);

>> inv(ZA) * ZB

ans =

15.0000

-0.7500
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La condición queda como

x3 = 15x1 −0,75x2, (9.5.16)

y la solución, sujeta a la condición (9.5.16), es

>> inv(ZA) * alphag

ans =

68.2063

-1.4958

Esto es,
ŷ = 68,2063x1 −1,4958x2.

Por ejemplo, podemos obtener una estimación para x =
(

1 15 3,75
)

, pues
verifica la restricción (9.5.16). En tal caso, ŷ = 45,7693. Sin embargo, no es posi-
ble obtener una estimación para x =

(
1 20 3,75

)

.
En resumen, si r < p no existe una solución única ŷ para cualquier puntox,

excepto en el caso en el que este x verifique la condición de colinealidad que
se obtiene del valor singular nulo.

9.5.5. Tratamiento de la casi colinealidad

Volvemos a los datos de la tabla 9.10, en los que la matriz X es de rango
completo, pero uno de los valores singulares es próximo a cero. En principio,
es posible obtener una estimación ŷ para cualquier punto x. Sin embargo, a
causa de la mala elección de los puntos que definen a la matriz X , tal estima-
ción no será muy fiable lejos del hiperplano definido por la regresión entre las
columnas de X .

Consideremos un nuevo punto x de p componentes. Si expresamos sus
coordenadas respecto al sistema ortonormal definido por la matriz U , tenemos
la relación

x = uΣV t , (9.5.17)

donde u también es un punto de p componentes. En el caso de rango completo,
V es una matriz ortogonal, de donde

u = xV Σ
−1. (9.5.18)

El valor previsto para ŷ, en función de u, es

ŷ = uα̂,
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de donde

var(ŷ) =σ2
p∑

i=1
u2

j .

Esta ecuación indica que basta una componente de u grande para que la va-
rianza de ŷ crezca sensiblemente. Veamos bajo qué circunstancias esto ocurre.

De la SVD X = UΣV t , escribimos UΣ = X V . Dividimos la matriz Σ en dos
bloques ΣA y ΣB , tales que el segundo contiene los valores singulares conside-
rablemente menores que los del primer bloque. En nuestro ejemplo numérico,
podemos hacer

ΣA =
(

52,3478
7,8539

)

,ΣB =
(

0,0557
)

.

En este caso, ΣB contiene un solo valor, pero contendrá, en general, l valores.
EntoncesΣA es una matriz diagonal de p−l = t valores. Hagamos una partición
de V =

(
VA VB

)

, donde VA e de orden p × t y VB de orden p × l . Así,
(

U

(
ΣA

0

)

U

(
0
ΣB

) )

=
(

X VA X VB

)

.

Como los valores deΣB son pequeños, las columnas representadas por U

(
0
ΣB

)

contienen elementos muy pequeños. Recordemos que las columnas de U for-
man un sistema ortonormal, por lo que todos sus elementos, en módulo, son
menores que 1. En consecuencia, lo mismo ocurre para X VB . Lo escribimos co-
mo X VB ≈ 0. Esta ecuación representa l ecuaciones lineales. En nuestro ejem-
plo,

X VB = X





−0,9963
0,0526
0,0677



 ,

lo que da para cada fila de X una expresión de la forma

−0,9963x1+0,0526x2 +0,0677x3 ≈ 0.

Si la comparamos con la ecuación (9.5.8), se obtiene algo similar tras dividir por
el coeficiente de x3.

1

0,0677
(−0,9963x1+0,0526x2 +0,0677x3) =−14,7192x1 +0,7774x2+x3 ≈ 0.

Volvamos ahora al problema de predecir ŷ para un nuevo punto x. Usamos la
ecuación (9.5.17) para escribir

u =
(

xVA xVB

)

Σ
−1 =

(
xVA xVB

)
(
Σ
−1
A 0
0 Σ

−1
B

)

.
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Los últimos l elementos de u se calculan de xVBΣ
−1
B . Como antes, los elemen-

tos de VB están acotados, en módulo, por 1, y los elementos de Σ
−1
B son grandes.

Entonces encontraremos en u componentes de módulo grande, que incremen-
tan fuertemente la varianza de ŷ, a menos que xVB ≈ 0, esto es, a menos que
el nuevo punto satisfaga la condición de casi linealidad de la matriz X . Cuanto
más lejos esté de las relaciones lineales X VB = 0, peor será la precisión del valor
predicho. Este es el corazón del problema de la colinealidad, cuando se mira
desde el punto de vista de la estimación con intenciones de predicción.

Si las condiciones lineales se verifican exactamente, tenemos

xVB = 0, y u = xVA (Σ−1
A ),

que implica que las últimas l componentes de u son cero y

ŷ = u1α̂1 + . . .+ut α̂t .

En resumen: el caso de casi colinealidad se caracteriza por uno o varios va-
lores singulares próximos a cero. El rango de X es p, pero las predicciones se
pueden hacer únicamente para los puntos próximos a las relaciones lineales
xVB = 0. Cuando se verifica esta relación, el valor predicho es ŷ = xVAΣ

−1
A α̂.
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Capítulo 10

Inversas generalizadas y
aplicaciones

10.1. Inversa generalizada de Moore-Penrose

Sea A una matriz de orden m × n. Una inversa generalizada de Moore-

Penrose o pseudoinversa de A es una matriz M de orden n ×m tal que

1. AM A = A.

2. M AM = M .

3. AM es hermitiana (simétrica).

4. M A es hermitiana (simétrica).

Ejemplo 10.1.1. Si A es cuadrada y no singular, una inversa generalizada de
Moore-Penrose es A−1. Otro caso especialmente sencillo es para

D =










α1

α2
. . .

αr

0










m×n

,

una matriz diagonal de orden m×n, con αi 6= 0, i = 1, . . . ,r . Entonces una inver-
sa generalizada de Moore-Penrose de la matriz D es

M =










α−1
1

α−1
2

. . .
α−1

r

0










n×m

.
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Por ejemplo, si

D =








3 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0








entonces M =





1
3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 .

Inversa generalizada de Moore-Penrose

Sea A una matriz m ×n. Entonces:

1. A tiene una única inversa generalizada de Moore-Penrose, que
notaremos por A+.

2. Si la descomposición en valores singulares de A es

Am×n =U

(
Σ 0
0 0

)

m×n

V ∗ entonces

A+ =V

(
Σ
−1 0
0 0

)

n×m

U∗.

PRUEBA: Para la primera parte, sean M1, M2 inversas generalizadas de Moore-
Penrose de una matriz A. Entonces

M∗
1 A∗ = AM1, A∗M∗

1 = M1 A, A∗M∗
2 = M2 A, M∗

2 A∗ = AM2.

Además

AM1 = (AM1)∗ = M∗
1 A∗ = M∗

1 (AM2 A)∗ = M∗
1 A∗(AM2)∗

= (AM1)∗AM2 = AM1 AM2 = AM2

y

M1 A = (M1 A)∗ = A∗M∗
1 = (AM2 A)∗M∗

1 = (M2 A)∗A∗M∗
1

= M2 A(M1 A)∗ = M2 AM1 A = M2 A.

Por tanto, nos queda

M1 = M1 AM1 = M1 AM2 = M2 AM2 = M2.

Para la segunda, basta comprobar que dicha matriz verifica las condiciones de
la inversa generalizada de Moore-Penrose. Sea M =V Σ

+U∗. Entonces
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1. AM A = (UΣV ∗)(V Σ
+U∗)(UΣV ∗) =U (ΣΣ+

Σ)V ∗ =UΣV ∗ = A.

2. M AM =V (Σ+U∗)(UΣV ∗)(V Σ
+U∗) =V (Σ+

ΣΣ
+)U∗ =V Σ

+U∗ = M .

3.

(AM)∗ = (UΣV ∗V Σ
+U∗)∗ = (UΣΣ

+U∗)∗ =U (ΣΣ+)∗U∗ =UΣΣ
+U∗

=UΣV ∗V Σ
+U∗ = AM .

4.

(M A)∗ = (V Σ
+U∗UΣV ∗)∗ = (V Σ

+
ΣV ∗)∗ =V (Σ+

Σ)∗V ∗ =V Σ
+
ΣV ∗

=V Σ
+U∗UΣV ∗ = M A.

�

A partir de ahora trabajaremos en R, aunque todo sigue siendo válido en C,
cambiando la trasposición por la traspuesta conjugada.

Figura 10.1: E.H. Moore (1862-1932), R. Penrose (1931- )

Ejemplo 10.1.2. Consideremos la matriz

A =





1 1
−1 1

1 1



 .

Calculamos en primer lugar su descomposición en valores singulares. Tenemos
que

At A =
[

3 1

1 3

]

, de autovalores λ1 = 4,λ2 = 2.
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Entonces los valores singulares son σ1 = 2,σ2 =
p

2, y

Σ=







2 0

0
p

2

0 0







.

Ahora debemos calcular una base ortonormal de autovectores de At A.
Para el autovalor λ1,

null(At A−λ1I )≡
[

−1 1

1 −1

](
x1

x2

)

=
(

0
0

)

⇒w1 =
[

1

1

]

.

Una base ortonormal de este espacio de autovectores está formada por el vec-
tor

v1 =
1
p

2

[
1

1

]

.

Para el autovalor λ2,

null(At A−λ2I )≡
[

1 1

1 1

](
x1

x2

)

=
(

0
0

)

⇒w2 =
[

−1

1

]

.

Una base ortonormal de este espacio de autovectores está formada por el vec-
tor

v2 =
1
p

2

[
−1

1

]

.

Por tanto, la matriz V es

V =
(
v1 v2

)

=
[

1/2
p

2 −1/2
p

2

1/2
p

2 1/2
p

2

]

.

Para el cálculo de la matriz U3×3 necesitamos

u1 =
1

σ1
Av1 =







1/2
p

2

0

1/2
p

2







,

u2 =
1

σ2
Av2 =







0

1

0







.
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Ahora debemos completar {u1,u2} a una base ortonormal de R3. Para ello, cal-
culamos el subespacio vectorial 〈u1,u2〉⊥:

〈u1,u2〉⊥ ≡
{ p

2
2 x1 +

p
2

2 x3 = 0,
x2 = 0.

⇒







x1 = −x3,
x2 = 0,
x3 = x3.

⇒u′
3 =







−1

0

1







Entonces basta normalizar para obtener

u3 =
1

u′
3

u′
3 =







−1/2
p

2

0

1/2
p

2







,

de donde

U =
(
u1 u2 u3

)

=







1/2
p

2 0 −1/2
p

2

0 1 0

1/2
p

2 0 1/2
p

2







.

Como

Σ
+ =

(
1/2 0 0

0 1/
p

2 0

)

,

tenemos que

A+ =V Σ
+U t =

[
1/4 −1/2 1/4

1/4 1/2 1/4

]

.
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Propiedades de la pseudoinversa

1. A+ = A−1 cuando A es no singular.

2. (A+)+ = A.

3. (A+)t = (At )+.

4. (PAQ)+ =Q t A+P t cuando P y Q son matrices ortogonales.

5. A+ =
{

(At A)−1 At cuando rango(Am×n ) = n,
At (A At )−1 cuando rango(Am×n ) = m.

6. At = At A A+ = A+A At .

7. A+ = At (A At )+ = (At A)+At .

8. Col(A+) = Col(At ) = Col(A+A).

Demostración. Las propiedades 1),2),3),4) y 5) se prueban a partir de las pro-
piedades que definen la inversa generalizada de Moore-Penrose. Para 5), ob-
servemos que si rango(Am×n ) = n, entonces rango(At A) = rango(A) = n, por lo
que At A es no singular. Análogamente para A At .

6. Recordemos que A A+ y A+A son simétricas, es decir, A A+ = (A A+)t y
A+A = (A+A)t . Entonces

At A A+ = At (A A+)t = (A A+A)t = At ,

A+A At = (A+A)t At = (A A+A)t = At .

7. Si tomamos la descomposición en valores singulares de A, entonces

A At =U

(
Σ

0

)

m×n

V t V

(
Σ

t

0

)

n×m

U t =U

(
Σ

2

0

)

m×m

U t ,

de donde (propiedad 4),

(A At )+ =U

(
Σ
−2

0

)

m×m

U t .

Entonces

At (A At )+ =V

(
Σ

t

0

)

n×m

U tU

(
Σ
−2

0

)

m×m

U t

=V

(
Σ
−1

0

)

n×m

U t = A+.

348 Álgebra Lineal



Depto. de Álgebra

La otra igualdad es análoga.

8. Tenemos la cadena de contenciones

Col(At )
6(1)⊂ Col(A+A) ⊂ Col(A+)

7(1)⊂ Col(At ),

por lo que todas son igualdades.

Como hemos visto en los ejemplos, pueden existir múltiples soluciones mí-
nimo cuadráticas del sistema Ax = b, y nos planteamos elegir una óptima en
algún sentido. Nos centramos en las de norma mínima.

Solución mínimo cuadrática de norma mínima

1. Cuando Ax = b es compatible, u = A+b es la solución de norma
mínima.

2. Cuando Ax = b es incompatible, u = A+b es la solución mínimo
cuadrática de norma mínima.

PRUEBA: Supongamos que el sistema es compatible, y Ax0 = b. Cambia-
mos A por A A+A para escribir b = Ax0 = A A+Ax0 = A A+b. Entonces A+b
resuelve el sistema Ax = b cuando es compatible. Ahora vamos a ver que es
de norma mínima. La solución general del sistema es de la forma A+b+h,
con h ∈ null(A) (solución particular más solución del homogéneo). Sabemos,
por las propiedades de la pseudoinversa, que Col(A+) = Col(At ), por lo que
A+b ∈Col(At ) = null(A)⊥. Entonces A+b⊥h. Por el teorema de Pitágoras,

∥
∥A+b+h

∥
∥2

2 =
∥
∥A+b

∥
∥2

2 +‖h‖2
2 ≥

∥
∥A+b

∥
∥2

2 ,

y la igualdad se da si y solamente si h = 0. Así, A+b es la única solución de
norma mínima.

Supongamos ahora que el sistema es incompatible. Las soluciones míni-
mo cuadráticas son las soluciones del sistema de ecuaciones normales At Ax=
Atb, que es compatible. Por lo anterior, la solución mínimo cuadrática de nor-
ma mínima de este sistema es u= (At A)+Atb= A+b, por la propiedad 7). �
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Ejemplo 10.1.3. Consideremos el sistema Ax= b, con





1 2
−2 −4

2 4



 ·
(

x1

x2

)

=





4
−5

5



 .

En primer lugar, calculamos todas las soluciones mínimo cuadráticas. Para
ello, resolvemos el sistema de ecuaciones normales At Ax= Atb. En este caso,

(
At A Atb

)

=
[

9 18 24

18 36 48

]

rref−→
[

1 2 8/3

0 0 0

]

Entonces el conjunto de soluciones se escribe como

{
x1 = 8

3 −2x2,
x2 = x2.

Si u es solución, entonces ‖u‖2 =
(8

3 −λ
)2 +λ2, y buscamos minimizar esta ex-

presión. Si la vemos como una función f en λ, calculamos su derivada para
calcular los extremos.

f ′(λ) = 10λ−32/3⇒λ= 16/15.

En este valor se alcanza el mínimo, por lo que la solución mínimo cuadrática
de norma mínima es

u0 =
( 8

3 −2 16
15

16
15

)

=
( 8

15
16
15

)

.

Para casos más generales, se obtiene una función cuadrática en varias varia-
bles, que hay que minimizar. Las propiedades de A+ nos permite decir que la
solución mínimo cuadrática de norma mínima es A+b.

La descomposición en valores singulares de la matriz A es

A =UΣV t =





−1/3 2/3 −2/3
2/3 2/3 1/3

−2/3 1/3 2/3









3
p

5 0
0 0
0 0





(
−1/

p
5 −2/

p
5

−2/
p

5 1/
p

5

)

,

de donde

A+ =V Σ
+U t =

(
1/45 −2/45 2/45
2/45 −4/45 4/45

)

, y A+b=
( 8

15
16
15

)

.
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10.2. Mínimos cuadrados sin rango completo

Existen problemas en los que, por su planteamiento, la matriz de coeficien-
tes no es de rango completo, como ocurre en ciertos modelos de clasificación.

Ejemplo 10.2.1. Extraído de Searle, p. 392. En un análisis del peso de una planta
productora de caucho, se consideran 6 ejemplares: 3 del tipo I, 2 del tipo II y 1
del tipo III. La tabla de pesos para esta muestra es

Tipo I Tipo II Tipo 3
101 84 32
105 88
94

Sea bi j el peso de la planta j -ésima dentro del tipo i , con i = 1,2,3 y j = 1, . . . ,ni ,
donde ni es el número de observaciones de cada tipo. El problema es estimar
el efecto del tipo de planta sobre el peso de la misma. Para ello, suponemos que

bi j =µ+αi +ei j ,

donde µ representa la media de peso de la población, αi es el efecto del tipo i

sobre el peso y ei j es el término residual aleatorio propio de la observación bi j .
Suponemos que las variables aleatorias ei j son independientes, con media cero
y la misma varianzaσ2. Para desarrollar el método de estimación escribimos las
ecuaciones correspondientes a las observaciones:

101 = b11 =µ +α1 +e11

105 = b12 =µ +α1 +e12

94 = b13 =µ +α1 +e13

85 = b21 =µ +α2 +e21

88 = b22 =µ +α2 +e22

32 = b31 =µ +α3 +e31

que en forma matricial es b= Ax+e, donde

b=












101
105

94
85
88
32












, A =












1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 0 1












,x=








µ

α1

α2

α3








y e es el vector de los términos residuales. El sistema Ax = b es incompati-
ble, y A no es de rango completo. Queremos calcular la solución de Ax = b
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mínimo cuadrática de norma mínima. Vamos a ver el procedimiento paso a
paso. En primer lugar, calculamos la descomposición en valores singulares de
A =UΣV t . Nos queda que

U =












0,4491 0,3487 −0,1003 0,7500 −0,0000 −0,3227
0,4491 0,3487 −0,1003 −0,0956 −0,0000 0,8109
0,4491 0,3487 −0,1003 −0,6545 0,0000 −0,4882
0,3791 −0,5529 −0,2249 0,0000 −0,7071 0,0000
0,3791 −0,5529 −0,2249 0,0000 0,7071 0,0000
0,3280 −0,1542 0,9320 −0,0000 −0,0000 0,0000












,

Σ=












2,9015 0 0 0
0 1,5449 0 0
0 0 1,0929 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0












,

V =








0,8387 −0,1384 0,1658 0,5000
0,4643 0,6772 −0,2754 −0,5000
0,2613 −0,7158 −0,4116 −0,5000
0,1130 −0,0998 0,8528 −0,5000








,

y entonces

A+ =V Σ
+U t =








0,0833 0,0833 0,0833 0,1250 0,1250 0,2500
0,2500 0,2500 0,2500 −0,1250 −0,1250 −0,2500

−0,0833 −0,0833 −0,0833 0,3750 0,3750 −0,2500
−0,0833 −0,0833 −0,0833 −0,1250 −0,1250 0,7500








,

A+b=








54,6250
45,3750
31,8750

−22,6250








.

Ejemplo 10.2.2. http://www.stat.umn.edu/geyer/5102/examp/dummy.html
Contrasta con Draper, Smith, “Applied Regression Analysis”, 3 ed., p. 444.
http://www.stat.sc.edu/ tebbs/stat714/f10notes.pdf p. 42-43 para otro pun-

to de vista.

10.2.1. * Aplicaciones estadísticas de Moore-Penrose

La inversa generalizada de Moore-Penrose es útil a la hora de construir for-
mas cuadráticas sobre vectores aleatorios con distribución normal, que dan
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lugar a distribuciones χ-cuadrado. Una situación habitual en inferencia esta-
dística es aquella en la que tenemos una muestra estadística t ∼ Nm(θ,Ω), y
queremos determinar si el vector θ de orden m × 1 es igual a cero. De mane-
ra formal, queremos comprobar la hipótesis nula H0 : θ = 0 contra la hipótesis
alternativa H1 : θ 6= 0. Una aproximación a este problema, si Ω es definida po-
sitiva, es basar la decisión entre H0 y H1 sobre el estadístico

v1 = tt
Ω

−1t.

Si ahora T es cualquier matriz m ×m tal que T T t =Ω (Cholesky), y definimos
u= T −1t, entonces E (u)= T −1θ y

var(u) = T −1 var(t)(T −1)t = T −1(T T t )(T −1)t = Im ,

por lo que u ∼ Nm(T −1θ, Im). Por tanto, u1, . . . ,um son variables aleatorias in-
dependientes con distribución normal, y

v1 = tt
Ω

−1t=utu=
m∑

i=1
u2

i

sigue una distribución χ-cuadrado con m grados de libertad. Esta distribución
χ-cuadrado es central si θ = 0 y no central si θ 6= 0, por lo que escogeríamos H1

sobre H0 si v1 es suficientemente grande.
Cuando Ω es semi-definida positiva, la construcción anterior de v1 puede

generalizarse con la inversa generalizada de Moore-Penrose de Ω. En este caso,
si rango(Ω) = r , escribamos Ω = X1Λ1X t

1 por el teorema espectral de matrices
simétricas, con X1 ortogonal y Λ1 matriz diagonal con los autovalores no nu-
los de Ω. Entonces Ω

+ = X1Λ
−1
1 X1, y llamemos w = Λ

−1/2
1 X t

1t, que sigue una
distribución normal Nr (Λ−1/2

1 X t
1θ, Ir ), pues

var(w) =Λ
−1/2
1 X t

1 var(t)X1Λ
−1/2
1

=Λ
−1/2
1 X t

1(X1Λ1X t
1)X1Λ

−1/2
1

= Ir .

Así, como las wi son variables aleatorias independientes con distribución nor-
mal, entonces

v2 = tt
Ω

+t=wtw =
r∑

i=1
w 2

i

sigue una distribuciónχ-cuadrado, que es central si Λ−1/2
1 X t

1θ = 0, con r grados
de libertad.
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10.2.2. * Continuidad de la inversa generalizada de Moore-Penrose

Es útil establecer la continuidad de una función porque las funciones con-
tinuas gozan de buenas propiedades. En este apartado daremos condiciones
bajo las que los elementos de A+ son funciones continuas de los elementos de
A. Consideremos en primer lugar el determinante de una matriz cuadrada y la
inversa de una matriz no singular. Recordemos que el determinante de una ma-
triz A de orden m×m se pude expresar como una suma de términos, con signo
más o menos, cada uno de los cuales es un producto de términos de A. Por la
continuidad del producto y suma de funciones, se tiene que el determinante de
una matriz es una función continua de sus elementos.

Supongamos ahora que A es una matriz de orden m × m no singular, es
decir, det(A) 6= 0. Entonces

A−1 = det(A)−1 Adj(A),

donde Adj(A) es la adjunta traspuesta de A. Si A1, A2, . . . es una sucesión de ma-
trices tal que Ai → A cuando i →∞ entonces, por la continuidad de la función
determinante, det(Ai ) → det(A) cuando i →∞, y entonces existe un N tal que
det(Ai ) 6= 0 cuando i > N . Como cada elemento de la matriz adjunta es±1 veces
un determinante, se sigue de la continuidad de la función determinante que si
Adj(Ai ) es la matriz adjunta de Ai , entonces Adj(Ai ) → Adj(A) cuando i →∞.
Por tanto, tenemos que para una matriz no singular A, su matriz inversa A−1 es
una función continua de los elementos de A.

La continuidad de la inversa generalizada de Moore-Penrose no es tan di-
recta como la continuidad de la inversa de una matriz no singular. En general,
si A es una matriz m ×n y A1, A2, . . . es una sucesión de matrices m ×n con
Ai → A cuando i →∞, entonces no se tiene siempre que A+

i
→ A+.

Ejemplo 10.2.3. Consideremos la sucesión Ai de matrices 2×2

Ai =
(

1/i 0
0 1

)

.

Es claro que Ai → A, donde

A =
(

0 0
0 1

)

.

Observemos que rango(A) = 1, mientras que rango(Ai ) = 2 para todo i . Esta va
a ser la condición que necesitaremos posteriormente. Tenemos que

A+
i =

(
i 0
0 1

)

,
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que no converge a ninguna matriz, y

A+ =
(

0 0
0 1

)

.

En general, si tenemos una sucesión de matrices A1, A2, . . . , para las que
rango(Ai ) = rango(A) a partir de un cierto i , entonces no aparecerá el problema
anterior.

Teorema 10.2.4. Sea A una matriz m ×n y A1, A2, . . . una sucesión de matrices

m ×n tales que Ai → A cuando i →∞. Entonces

A+
i → A∗ cuando i →∞

si y solamente si existe un entero N tal que

rango(Ai ) = rango(A) para todo i > N .

Demostración. Penrose(1955), Campbell-Meyer(1979) (por verificar)

Ejemplo 10.2.5. Las condiciones de continuidad para la inversa generalizada
de Moore-Penrose tienen importantes aplicaciones en problemas de estima-
ción y verificación de hipótesis. En particular, en este ejemplo, hablaremos de
una propiedad, denominada consistencia, que algunos estimadores poseen.
Un estimador t , calculado a partir de una muestra de tamaño n, se dice que
es un estimador consistente de un parámetro θ si t converge en probabilidad a
θ, es decir, si

ĺım
n→∞

P (|t −θ| ≥ ǫ) = 0,

para todo ǫ > 0. Un resultado muy importante asociado con la propiedad de
consistencia es que funciones continuas de estimadores consistentes son con-
sistentes. Así, si t es un estimador consistente de θ y g (t ) una función continua
de t , entonces g (t ) es un estimador consistente de g (θ). Ahora aplicaremos al-
gunas de estas ideas a una situación que involucre la estimación de la inversa
generalizada de Moore-Penrose de una matriz de parámetros.

Por ejemplo, sea Ω una matriz de covarianza m ×m semi-definida positi-
va, con rango(Ω) = r < m. Supongamos que los elementos de la matriz Ω son
desconocidos y tienen que ser estimados. Supongamos además dos cosas:

la estimación muestral Ω̂ es definida positiva con probabilidad 1, esto es,
rango(Ω̂) = m con probabilidad 1.

Ω̂ es un estimador consistente de Ω, es decir, cada elemento de Ω̂ es un
estimador consistente del correspondiente elemento de Ω.
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Sin embargo, como rango(Ω) = r < m, Ω̂+ no es un estimador consistente de
Ω

+. De manera intuitiva, el problema aquí es evidente. Si Ω̂= XΛX t es la des-
composición espectral de Ω̂ entonces Ω̂+ = XΛ

−1X t . La consistencia de Ω̂ im-
plica que cuando n crece, los m − r elementos menores de la diagonal de Λ

convergen a cero, por lo que los m−r elementos mayores de la diagonal de Λ
−1

crecen sin límite.
La dificultad la podemos evitar si conocemos el rango r de Ω. En este caso,

Ω̂ se puede ajustar para producir un estimador de Ω de rango r . Por ejemplo, si
Ω̂ tiene autovalores λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λm , con autovectores ortonormales asocia-
dos v1, . . . ,vm , y consideramos el proyector

Pr =
r∑

i=1
viv

t
i

entonces

Ω̂∗ = Pr Ω̂Pr =
r∑

i=1
λiviv

t
i

será un estimador de Ω de rango r . Por la continuidad de los proyectores, se
puede probar que Ω̂∗ es también un estimador consistente de Ω. Y lo que es
más importante: como rango(Ω̂∗) = rango(Ω) = r , el teorema anterior nos ga-
rantiza que Ω̂

+
∗ es un estimador consistente de Ω

+.

10.3. * Métodos de cálculo de la inversa de Moore-
Penrose

10.4. Inversas generalizadas de tipo 1

La inversa generalizada de Moore-Penrose no es más que uno de los tipos
de inversas generalizadas que se han desarrollado en los últimos años. En esta
sección discutiremos otras que tienen aplicaciones en estadística.

Inversa generalizada o 1-inversa

Sea A una matriz de orden m ×n. Una inversa generalizada de A o 1-
inversa es una matriz G de orden n×m tal que AG A = A. La notaremos
por A−.

Observemos que solamente le pedimos la primera condición de la inver-
sa generalizada de Moore-Penrose, y de ahí el nombre de 1-inversa. La propia
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pseudoinversa es una 1-inversa, pero no es la única. Por ejemplo, considere-
mos una matriz diagonal Dm×n de rango r , con los elementos no nulos en las
primeras posiciones de la diagonal; podemos escribir

Dm×n =
(

Dr O
O O

)

, con Dr no singular.

Entonces, para cualesquiera matrices Kr×(m−r ),L(n−r )×r , M(n−r )×(m−r ), la matriz

D− =
(

D−1
r K

L M

)

es una {1}-inversa de D. Se comprueba fácilmente mediante multiplicación por
bloques.

Si ahora partimos de una matriz Am×n , por la forma normal del rango, exis-
ten Pm×m ,Qn×n matrices no singulares tales que A = PDQ, con Dm×n diago-
nal de rango r de la forma que hemos considerado antes. Entonces la matriz
A− = Q−1D−P−1 es una {1}-inversa de A para cada {1}-inversa D− que escoja-
mos para D.

Ejemplo 10.4.1. Consideremos la matriz

D =





3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 .

Entonces cualquier matriz de la forma

G =








1/3 0 0
0 1 0
0 0 α

β1 β2 β3








es una 1-inversa de D.

El ejemplo anterior nos indica que hay muchas {1}-inversas. Veamos una
forma de obtenerlas todas.

Forma de las {1}-inversas

Sea A una matriz de orden m ×n y A− una inversa generalizada cual-
quiera. Entonces para cualquier matriz C de orden n ×m, la matriz

A−+C − A−AC A A−

es una inversa generalizada de A, y cada inversa generalizada de A se
puede expresar de esta forma para alguna matriz C .
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PRUEBA: Como A A−A = A, se tiene que

A(A−+C − A−AC A A−)A = A A−A+ AC A− A A−AC A A−A

= A+ AC A− AC A = A,

por lo que A−+C − A−AC A A− es una inversa generalizada de A independien-
temente de la elección de A− y C . Sea ahora B una inversa generalizada de A, y
definimos

C = B − A−,

donde A− es una inversa generalizada particular. Como AB A = A, tenemos que

A−+C − A−AC A A− = A−+ (B − A−)− A−A(B − A−)A A−

= B − A−AB A A−+ A−A A−A A−

= B − A−A A−+ A−A A− = B ,

y se sigue el resultado. �

Invariancia asociada a la {1}-inversa

A(At A)−At A = A. (10.4.1)

A(At A)−At = A A+, (10.4.2)

y, por tanto, A(At A)−At es simétrica, y no depende de la elección de la
inversa generalizada (At A)−.

PRUEBA: Observemos que

A(At A)−At A = A A+A(At A)−At A = (A A+)t A(At A)−At A

= (A+)t At A(At A)−At A = (A+)t At A

= (A A+)t A = A A+A = A.

Para la segunda parte, se tiene que

A(At A)−At = A(At A)−(A A+A)t = A(At A)−At (A+)t At = A(At A)−At (A A+)t

= A(At A)−At A A+, porque A A+ es simétrica

= A A+, por el apartado anterior.

�
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A partir de las inversas generalizadas podemos expresar el conjunto de so-
luciones de un sistema compatible Ax = b. Recordemos que ya habíamos ex-
presado dicho conjunto en la forma p+h, donde p es una solución particular
y h recorre el conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo Ax= 0. Lo
que vamos a hacer es expresar p y h en función de A−.

En primer lugar, se tiene que A−b es una solución particular. En efecto, si
u es una solución del sistema, entonces A A−b= A A−Au= Au= b.

En segundo lugar, un vector h es solución del sistema homogéneo Ax=
0 si y solamente si h = (I − A−A)y para algún vector y. Por un lado, si
h = (I − A−A)y para algún vector y, entonces Ah = Ay− A A−Ay = 0, y
h es solución del sistema homogéneo. Recíprocamente, si h es solución,
entonces h=h− A−(Ah) = (I − A−A)h.

Hemos probado entonces lo siguiente.

Soluciones de un sistema compatible

Sea Ax= b un sistema compatible. Las soluciones u del sistema son de
la forma u= A−b+ (I − A−A)y, con y ∈Rn .

Nos queda una cuestión pendiente, relativa al cálculo de una {1}-inversa.
Sabemos que, a través de la SVD, podemos obtener una de ellas, como es la A+.
Pero nos preguntamos si existe una forma más simple de obtener alguna otra.

Cálculo de una {1}-inversa

Sea Am×n de rango r , y consideremos matrices Pm×m ,Qn×n no singula-
res tales que

PAQ =
(

Ir K

0 0

)

.

Entonces para cualquier L(n−r )×(m−r ) la matriz

G =Q

(
Ir 0
0 L

)

P

es una {1}-inversa de A.
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PRUEBA: La existencia de las matrices P y Q se deduce de la forma reducida
por filas de A, más un intercambio de columnas. Escribamos

A = P−1
(

Ir K

0 0

)

Q−1.

Entonces

AG A = P−1
(

Ir K

0 0

)

Q−1Q

(
Ir 0
0 L

)

PP−1
(

Ir K

0 0

)

Q−1

= P−1
(

Ir K L

0 0

)(
Ir K

0 0

)

Q−1

= P−1
(

Ir K

0 0

)

Q−1

= A.

�

Existe una especie de recíproco, que se puede consultar en [?, p. 38].

Nota 10.4.2. Si la matriz A es de rango r y tiene la forma

A =
(

A1 A2

A3 A4

)

,

con A1 no singular de orden r , entonces una {1}-inversa de A es de la forma

G0 =
(

A−1
1 0
0 0

)

.

En efecto, consideremos las transformaciones necesarias para llevar la matriz
A a la forma reducida por filas. Tenemos

(
A1 A2 Ir 0
A3 A4 0 Is

)

→
(

I A−1
1 A2 A−1

1 0
A3 A4 0 Is

)

→
(

I A−1
1 A2 A−1

1 0
0 A4 − A3 A−1

1 A2 −A3 A−1
1 Is

)

.

Como rango(A) = rango(A1) = r , se tiene que A4 − A3 A−1
1 A2 = 0, por lo que la

matriz P de cambio es

P =
(

A−1
1 0

−A3 A−1
1 Is

)

.

Basta entonces tomar en el teorema anterior L = 0 para obtener el resultado.
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Ejemplo 10.4.3. Consideremos el sistema Ax= b, donde

A =





−6 2 −2 −3
3 −1 5 2

−3 1 3 −1



 ,b=





3
2
5



 .

Entonces

[A | I ]
rref−−→







1 −1/3 0 11
24 0 1/8 − 5

24

0 0 1 1/8 0 1/8 1/8

0 0 0 0 1 1 −1






= [E A | P ],

de donde tomamos

P =







0 1/8 − 5
24

0 1/8 1/8

1 1 −1







.

Reordenamos las columnas de E A para tener la matriz identidad en la parte
superior izquierda. Entonces

E AQ = E A








1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1







=







1 0 −1/3 11
24

0 1 0 1/8

0 0 0 0







,

y tomamos como {1}-inversa a

A− =Q








1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0








P =










0 1/8 − 5
24

0 0 0

0 1/8 1/8

0 0 0










.

Las soluciones son de la forma

A−b+ (I − A−A)y =










−19
24 +1/3 y2 − 11

24 y4

y2

7
8 −1/8 y4

y4










.
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10.5. Inversas generalizadas mínimo cuadráticas

Inversa generalizada mínimo cuadrática

Sea A una matriz de orden m ×n. Una inversa generalizada mínimo

cuadrática de A es una matriz G de orden n ×m tal que AG A = A y
AG es simétrica. La notaremos por A�. También se la denomina {1,3}-
inversa.

Ejemplo 10.5.1. Consideremos la matriz

D =





3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 .

Entonces cualquier matriz de la forma

G =








1/3 0 0
0 1 0
0 0 α

β1 β2 β3








es una {1,3}-inversa de D.

El motivo del nombre de esta inversa generalizada es que nos va dar una
expresión de las soluciones mínimo cuadráticas de un sistema incompatible.

Sabemos que las soluciones mínimo cuadráticas son las soluciones del sis-
tema compatible de ecuaciones normales At Ax = Atb. Entonces, por la sec-
ción anterior, el conjunto de soluciones mínimo cuadráticas se puede expresar
como

(At A)−Atb+ (I − (At A)−At A)y.

Lo que vamos a probar es que la matriz (At A)−At es una inversa mínimo cua-
drática.

Cálculo de inversas mínimo cuadráticas

Sea A una matriz de orden m ×n.

1. Para cualquier inversa mínimo cuadrática A� de A se verifica que
A A� = A A+.

2. (At A)−At es una inversa mínimo cuadrática de A para cualquier
{1}-inversa (At A)− de At A.
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PRUEBA: Como A A�A = A y (A A�)t = A A�, se tiene que

A A� = A A+A A� = (A A+)t (A A�)t = (A+)t At (A�)t At

= (A+)t (A A�A)t = (A+)t At = (A A+)t = A A+,

y tenemos la primera parte. Para la segunda, recordemos que A(At A)−At A = A,
según vimos en (??), lo que nos da la primera condición de una {1,3}-inversa.
Además, A(At A)−At es simétrica, tal como probamos en (??). �

Por tanto, el conjunto de soluciones mínimo cuadráticas de un sistema Ax=
b es de la forma

A�b+ (I − A�A)y,y ∈Rm .

Ejemplo 10.5.2. Vamos a calcular una inversa mínimo cuadrática de

A =








1 1 2
1 0 1
1 1 2
2 0 2








.

En primer lugar, obtenemos

At A =







7 2 9

2 2 4

9 4 13







.

Para calcular una {1}-inversa de At A, obtenemos su forma reducida por filas, y
una matriz de paso.

[At A|I3]
rref→







1 0 1 0 −2/5 1/5

0 1 1 0 9
10 −1/5

0 0 0 1 1 −1






= [E |P ].

No hay que reordenar las columnas de E , por lo que una {1}-inversa de At A es

(At A)− =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



P =







0 −2/5 1/5

0 9
10 −1/5

1 1 −1







.

Entonces

A� = (At A)−At =







0 1/5 0 2/5

1/2 −1/5 1/2 −2/5

0 0 0 0
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es una inversa mínimo cuadrática de A. Si consideramos el vector

b=










1

−1

0

1










,

el conjunto de soluciones mínimo cuadráticas del sistema Ax= b es

u= A�b+ (I − A�A)y =







1/5

3/10

0






+







I3 −







1 0 1

0 1 1

0 0 0












y

=







1/5− y3

3/10− y3

y3







.

Nota 10.5.3. Se puede continuar el estudio de las inversas generalizadas. Por
ejemplo, podemos definir de forma análoga una {1,4}-inversa de una matriz
Am×n como una matriz Gn×n tal que AG A = A y G A simétrica. Se puede probar
([?, 3.2]) que si un sistema Ax= b es compatible, entonces la solución de norma
mínima es u= A(1,4)b, donde A(1,4) es una {1,4}-inversa.
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Capítulo 11

Matrices no negativas

11.1. Introducción

Una matriz A de coeficientes reales se denomina no negativa si ai j ≥ 0, y
la notaremos por A ≥ 0. En general, A ≥ B significa que ai j ≥ bi j . De forma
semejante, una matriz A es positiva si ai j > 0, y escribiremos A > 0. En general,
A > B significa que ai j > bi j .

Existen múltiples aplicaciones de las matrices no negativas, y en este capí-
tulo investigaremos sus propiedades. La primera se refiere en qué medida las
propiedades A > 0 o A ≥ 0 se traslada a los valores de sus autovalores y autovec-
tores. El estudio de estas propiedades se denomina teoría de Perron-Frobenius,
debido a las contribuciones de Oskar Perron y Ferdinand G. Frobenius. Perron
dedicó su atención a las matrices positivas, y Frobenius hizo extensiones im-
portantes a las matrices no negativas.

Seguimos los textos de [?, ?, ?].

Figura 11.1: O. Perron (1880-1975), F.G. Frobenius (1849-1917)
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11.2. Matrices irreducibles

Matriz irreducible

Sea n ≥ 2. Una matriz An×n es reducible si existe una matriz de permu-
tación P tal que

P t AP =
(

A11 A12

0 A22

)

,

donde A11 y A22 son cuadradas. En otro caso, se dice que A es irreduci-
ble.

Nota 11.2.1. Toda matriz positiva es irreducible.

Una expresión de la forma P t AP tiene el efecto de intercambiar las filas
de la misma forma que se intercambian las columnas.

Si una matriz tiene una fila o columna nula, entonces es reducible.

Potencias positivas

Sea An×n una matriz no negativa e irreducible. Entonces

(In + A)n−1v > 0 (11.2.1)

para todo v ≥ 0 no nulo. En particular, (In + A)n−1 > 0.

Demostración. Consideremos un vector v no nulo, con v ≥ 0, y definimos

w = (In + A)v = v+ Av.

Como A ≥ 0, el producto Av es un vector no negativo, por lo que w tiene, a lo
más, tantos elementos no nulos como v, y, al menos, tantos elementos positi-
vos como v. Vamos a probar que si v tiene alguna componente nula, entonces
w tiene, al menos, un elemento no nulo más que v. Sea P una matriz de per-
mutación tal que

Pv =
(
u

0

)

, y u> 0.

Entonces

Pw = P (In + A)v = P (In + A)P t

(
u

0

)

=
(
u

0

)

+PAP t

(
u

0

)

,
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ya que PP t = In . Si agrupamos los elementos de Pw y de PAP t de forma con-
sistente con la de Pv, es decir,

Pw =
(
x

y

)

y PAP t =
(

A11 A12

A21 A22

)

,

entonces se sigue que
x=u+ A11u,y = A21u.

Como A es no negativa e irreducible, se tiene que A11 ≥ 0, A21 ≥ 0 y A21 6= 0, por
lo que x > 0,y ≥ 0, y como u > 0, tenemos garantía de que y 6= 0. Por tanto, w
tiene al menos una componente no nula más que w.

Siw = (In+A)v no es ya un vector positivo, repetimos el argumento anterior
con w, y entonces (In +A)2v tendrá, al menos, dos componentes positivas más
que v. De este modo, tras, a lo más, n−1 pasos encontramos que (In+A)n−1v >
0 para cualquier vector no nulo v ≥ 0.

Finalmente, si tomamos v = ei , i = 1,2, . . . ,n, donde ei es el vector i-ésimo
de la base estándar de Rn , concluimos que (In + A)n−1 > 0.

El concepto de matriz irreducible no está asociado con las magnitudes o los
signos de los elementos de la matriz, sino con la disposición de los elementos
nulos y no nulos en la matriz. Para estudiar si una matriz dada An×n ≥ 0 es
irreducible, consideramos el grafo dirigido G (A) con n vértices, en donde hay
una arista del vértice i al vértice j si y solamente si ai j 6= 0.

Reducibilidad y grafos

Un grafo G es fuertemente conexo si para cada par de vértices i , j exis-
te un camino dirigido (i , i1), (ii , i2), . . . , (is , j ) de aristas que conecta i

con j .

1. Si P es una matriz de permutación, G (A) =G (P t AP ).

2. A es una matriz irreducible si y solamente si G (A) es fuertemente
conexo.

Demostración. 1. El grafo dirigido asociado a la matriz P t AP se obtiene del
grafo de la matriz A mediante una reordenación de los vértices, y esto no
afecta al carácter fuertemente conexo.

2. Si la matriz A es reducible, entonces existe una matriz de permutación P

tal que

B = P t AP =
(

A11 A12

0 A22

)

,
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con A11, A22 de orden r < n. Consideremos el grafo G (B) de esta matriz.
Observemos que no se puede conectar el vértice r +1 con el vértice r , ya
que cualquier camino dirigido que comience en r +1 solamente conecta
vértices mayores o iguales que r +1, y cualquier camino dirigido que fi-
nalice en r solamente conecta vértices menores o iguales que r . Para que
existiese un camino dirigido de r+1 a r tendría que haber una flecha (i , j )
con i ≥ r +1 y j ≤ r , lo cual no es posible porque bi j = 0 si i ≥ r +1 y j ≤ r .
Entonces el grafo G (P t AP ) no es fuertemente conexo para alguna ma-
triz de permutación, y por el apartado anterior, G (A) no es fuertemente
conexo.

El recíproco se deduce de manera similar. Si el grafo G (A) no es fuerte-
mente conexo, existe un par de vértices i , j que no se pueden conectar
mediante un camino dirigido. Asignando nuevos nombres a los vértices,
supongamos que desde el vértice n no se puede alcanzar el vértice 1. Si
hay otros vértices, aparte de n, inaccesibles desde n, los etiquetamos co-
mo 2, . . . ,r , para que todos los nodos inaccesibles desde n, con la posible
excepción del propio n, sean n̄ = {1,2, . . . ,r }. Etiquetamos los restantes
vértices, accesibles desde n como n = {r +1, . . . ,n −1}. Ningún vértice en
n̄ puede ser accesible desde un vértice de n, porque en otro caso los vérti-
ces de n̄ serían accesibles desde n a través de vértices de n. En otras pala-
bras, si r +k ∈n y r +k → i ∈ n̄, entonces n → r +k → i , que es imposible.
Entonces ai j = 0 para i = r +1,r +2, . . . ,n−1 y j = 1,2, . . . ,r . Esto significa

que, tras un etiquetado, la matriz A sería de la forma A =
(

X Y

0 Z

)

, con

X de orden r × r y Z de orden (n − r )× (n − r ). Por tanto, A es reducible.

Ejemplo 11.2.2. Consideremos el grafo de los vuelos entre las islas Canarias
gestionados por una compañía aérea. Es claro que desde cualquier vértice se
puede acceder a otro mediante alguna de las aristas, por lo que el grafo es fuer-
temente conexo. Sin embargo, es fácil modificar el grafo para que ya no sea
fuertemente conexo. Por ejemplo, si se elimina el vuelo de Tenerife Sur a Gran
Canaria, desde Tenerife Sur no es posible acceder a otro punto. En cambio, si
eliminamos los vuelos entre Tenerife Norte y Gran Canaria, el grafo sigue sien-
do fuertemente conexo. Esto se traduce en el carácter irreducible o no de la
matriz de adyacencia del grafo correspondiente.
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Figura 11.2: Vuelos internos en las islas Canarias

11.3. Teorema de Perron-Frobenius

Par autovalor/autovector no negativo

Sea An×n ≥ 0 una matriz no negativa, L = {x ∈ Rn | x ≥ 0,x 6= 0}, y
ρ : L ⊂Rn →R, la función definida por

ρ(x) = mı́n
1≤i≤n

{
[Ax]i

xi
| xi 6= 0

}

.

Para todo x ∈L se verifica que

1. ρ(x) ≥ 0.

2. ρ(x)xi ≤ [Ax]i =
∑n

j=1 ai j x j , para todo i = 1, . . . ,n.

3. Ax−ρ(x)x≥ 0, y además ρ(x) es el mayor número con esta pro-
piedad.

4. Si A es irreducible, x ∈ L y y = (In + A)n−1x, entonces ρ(y) ≥
ρ(x).

5. Si A es irreducible, existe v > 0 tal que ρ(v) = máx{ρ(x) |x ∈L }.

Demostración. 1. Como x ∈ L , se tiene que [Ax]i ≥ 0, xi ≥ 0 para todo i =
1, . . . ,n, y tenemos que ρ(x) ≥ 0.
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2. Si xi 6= 0, se sigue que ρ(x)xi ≤ [Ax]i , pues es el mínimo, y si xi = 0 es
trivial.

3. Como [Ax−ρ(x)x]i ≥ 0, el vector Ax−ρ(x)x es no negativo. Si M es un
número real tal que Ax−Mx≥ 0, entonces para todo i = 1, . . . ,n se tiene
que M xi ≤ [Ax]i . Para todas las componentes xi 6= 0 se tiene entonces
que

M ≤
[Ax]i

xi
,

esto es, M es una cota inferior. Entonces M ≤ ρ(x), lo que prueba el re-
sultado.

4. Supongamos que A es irreducible. Tenemos que

Ax−ρ(x)x≥ 0.

Multiplicamos ambos lados de la desigualdad por (In + A)n−1, y obtene-
mos

A(In + A)n−1x−ρ(x)(In + A)n−1x≥ 0,

pues A y (In + A)n−1 conmutan. Entonces

Ay−ρ(x)y ≥ 0,

pero el apartado anterior nos decía que ρ(y) es el mayor número que
verifica la desigualdad anterior. Entonces

ρ(y) ≥ ρ(x).

5. Supongamos que A es irreducible. En primer lugar, observamos queρ(αx)=
ρ(x) para todo x ∈L y α> 0. Por tanto, a la hora de calcular el supremo
de {ρ(x) |x ∈L }, podemos restringirnos al conjunto

M = {x ∈L |
n∑

i=1
x2

i = 1} =L ∩Sn ,

que es un compacto de Rn . La función ρ no es, en general, continua en
M . Por ejemplo, consideremos la matriz

A =





2 2 1
2 2 1
0 2 1



 .
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Esta matriz es irreducible, y tomemos x(ǫ) = 1p
1+ǫ2

(1,0,ǫ)t , para ǫ > 0.

Entonces x(ǫ) ∈M , y

ρ(x(ǫ)) = mı́n{
2+ǫ

1
,
ǫ

ǫ
} = 1.

Sin embargo,
ρ(x(0)) = 2 6= 1= ĺım

ǫ→0
ρ(x(ǫ)).

Por tanto, necesitamos restringirnos a un compacto donde ρ sea conti-
nua. Consideremos entonces el conjunto N = {(In + A)n−1x | x ∈ M }.
Por la ecuación ??, todo elemento de N es un vector positivo, por lo que
N ⊂ L . Además, N es una imagen continua de M , por lo que es un
compacto, y ρ es continua en N , pues no hay denominadores nulos. Por
tanto, ρ alcanza un máximo y0 en N . Sea x0 = 1

‖y0‖2
y0 ∈M . Sea x cual-

quier vector de M . Si y = (In + A)n−1x, entonces

ρ(x) ≤ ρ(y) por el apartado anterior

≤ ρ(y0) por maximalidad de y0 en N

= ρ(x0).

Como x era un vector arbitrario de M , se sigue que ρ tiene un máximo
absoluto en x0.

Nota 11.3.1. La función ρ se denomina función de Collatz-Wielandt asociada a
la matriz A.

Figura 11.3: L. Collatz (1910-1990), H. Wielandt (1910-2001)
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Nota 11.3.2. Puede existir más de un vector positivo en L donde la función ρ

alcance su valor máximo. A tales vectores se les denomina vectores extremales
de A.

Teorema de Perron-Frobenius

Sea An×n no negativa e irreducible, y r = máx{ρ(x) |x ∈L }.

1. r es un número real positivo.

2. Si x ≥ 0 es un vector no nulo tal que Ax− rx ≥ 0, entonces x es
autovector de r , x> 0, y r es autovalor de A.

3. A tiene, al menos, un autovalor r real y positivo, con un autovec-
tor asociado v > 0.

4. Si x es autovector de A asociado a r , entonces todas sus compo-
nentes son no nulas.

5. r ≥ |λ| para cualquier autovalor λ de A.

6. El autovalor r tiene multiplicidad algebraica igual a 1, y por tanto
el espacio de autovectores asociado es de dimensión 1.

El único vector definido por

Av = rv,v > 0 y ‖v‖1 = 1

se denomina vector de Perron, y a r se le llama autovalor de Perron.

Demostración. 1. Por la definición de r , tenemos que r ≥ ρ(e), donde e =
(1, . . . ,1)t . Entonces

r ≥ ρ(e) = mı́n
i

[Ae]i

1
= mı́n

i

n∑

j=1
ai j > 0,

porque A no puede tener una fila de ceros, ya que es irreducible.

2. Supongamos que Ax− rx 6=x. Entonces

(In + A)n−1(Ax− rx) > 0, por ??.

Esto significa que Ay− ry > 0 para y = (In + A)n−1, pues A y (In + A)n−1

conmutan. Como tenemos una desigualdad estricta, existe ǫ> 0 tal que

Ay− (r +ǫ)y ≥ 0.
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Pero entonces ρ(y) ≥ r + ǫ, o bien que ρ(y) > r , lo que contradice el ca-
rácter máximo de r . Por tanto, x es autovalor no negativo asociado a r .

Nos falta comprobar que x es positivo. Si x tuviera k coordenadas nulas,
con 1 ≤ k < n, entonces (1+ r )x tendría k coordenadas nulas también.
Pero

(1+ r )x= (In + A)x,

que tiene menos de k componentes nulas. Por tanto, x es un vector posi-
tivo.

3. Consideremos v ∈ L tal que ρ(v) = r , pues en algún vector se alcanza el
máximo. Entonces Av− rv ≥ 0, y por el apartado anterior, v es un auto-
vector positivo asociado a r .

4. Sea x autovector de A asociado a r , y llamemos |x| al vector que se ob-
tiene tomando el módulo de cada componente. Entonces |x| ≥ 0 y es no
nulo. Además,

r |x| = |rx| = |Ax| ≤ A|x|,

es decir, A|x|−r |x| ≥ 0. Por el primer apartado, |x| es autovector asociado
a r , y |x| > 0, por lo que todas las componentes de x son no nulas.

5. Sea ahora λ un autovalor de A, y u un autovector asociado. Entonces

λui =
n∑

j=1
ai j u j , i = 1, . . . ,n,

de donde

|λ||ui | ≤
n∑

j=1
ai j |u j |.

En notación vectorial, podemos escribir |λ||u| ≤ A|u|, donde |u| es el vec-
tor de componentes iguales a los módulos de las componentes de u. Por
la propiedad de maximalidad de ρ, se sigue que

|λ| ≤ ρ(|u|) ≤ r.

6. Nos falta ver que r es un autovalor simple de A. En primer lugar, pro-
baremos que el espacio de autovectores null(r In − A) asociado a r es de
dimensión 1, y a continuación veremos que null(r In−A)2 = null(r In−A),
por lo que la multiplicidad algebraica del autovalor r es igual a 1. Supon-
gamos quex= (x1, . . . , xn)t ,y = (y1, . . . , yn)t son autovectores de A asocia-
dos a r . Entonces tienen todas sus componentes no nulas, como hemos
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visto antes. El vector y1x−x1y está en null(r In − A), es decir, es autovec-
tor asociado a r pero su primera coordenada es nula, por lo que la única
posibilidad es que sea el vector nulo, esto es, y depende linealmente de
x. Sea entonces null(r In − A) = 〈v〉, con v > 0.

Veamos ahora que null(r In − A) = null(r In − A)2. La inclusión ⊂ la tene-
mos siempre. Sea u ∈ null(r In − A)2. Entonces (r In − A)u ∈ null(r In − A),
por lo que existe α ∈R tal que

(r In − A)u=αv.

Consideremos un autovector w de At asociado a r . Por los mismos argu-
mentos anteriores, podemos suponer que w > 0. Entonces

0=wt (r In − A)u=wtαv =α(wtv),

y por el carácter positivo de v y w se sigue que α= 0, con lo que tenemos
el resultado.

Nota 11.3.3. Necesitamos un resultado sobre números complejos, que nece-
sitaremos en las siguientes pruebas. Sean z1, z2 números complejos no nulos
tales que |z1 + z2| = |z1| + |z2|. entonces existe α > 0 tal que z2 = αz1. Sean
z1 = a1 + i a2, z2 = b1 + ib2. De la hipótesis, se tiene que

((a1 +b1)2 + (a2 +b2)2)1/2 = (a2
1 +a2

2)1/2 + (b2
1 +b2

2)1/2,

que tras elevar al cuadrado y desarrollar nos lleva a

a1b1 +a2b2 = (a2
1 +a2

2)1/2(b2
1 +b2

2)1/2.

Sean x1 = (a1, a2)t ,x2 = (b1,b2)t vectores de R2. Lo anterior nos dice que x1 •
x2 = ‖x1‖‖x2‖, y por la desigualdad CBS se deduce que x2 = αx1, con α =
x1•x2
‖x1‖ = ‖y‖

‖x‖ > 0. Entonces z2 = αz1. En general, por inducción, si
∣
∣
∑n

i=1 zi

∣
∣ =

∑n
i=1 |zi | para z1, . . . , zn números complejos no nulos, entonces zi = αi z1, i =

2, . . . ,n, con αi > 0.
De lo anterior se tiene que αi = |zi |

|z1| , por lo que zi = z1
|z1| |zi | = θ|zi |, con θ un

número complejo de módulo 1.

Máximo autovalor

Sea An×n una matriz no negativa e irreducible, y r su autovalor de Pe-
rron. Si A tiene una fila de elementos no nulos, entonces |λ| < r para
todo autovalor de A distinto de r .
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Demostración. Supongamos que todos los elementos de la primera fila de A

son no nulos, y sea λ un autovalor de A con |λ| = r , con u autovector asociado.
Entonces

r |u| = |λu| = |Au| ≤ A|u|,

por la desigualdad triangular. Entonces el vector |u| es autovector asociado a r ,
|u| > 0, y

|Au| = |λu| = |λ||u| = r |u| = A|u|.

Si nos fijamos en la primera fila de A en la igualdad anterior, nos queda que
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1
a1 j u j

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

j=1
a1 j |u j |.

Como a1 j 6= 0 para todo j = 1, . . . ,n, se sigue que existe j0 tal que el vector u
es de la forma u = u j0 (s1, s2, . . . , sn)t , con u j0 6= 0, si > 0. Entonces u = αv, con
v ≥ 0, y |u| = |α|v, de donde v es autovector asociado a r . Por tanto, u también
lo es, por lo que λ= r .

Observemos que lo anterior se aplica a las matrices positivas.

11.4. Matrices primitivas

Matrices primitivas

Una matriz A no negativa irreducible que tenga un único autovalor r =
ρ(A) en su circunferencia espectral, se denomina matriz primitiva.
Una matriz A no negativa e irreducible con r = ρ(A) es primitiva si y
solamente si existe el límite

ĺım
k→∞

(
A

r

)k

> 0,

y en tal caso ĺımk→∞
(

A
r

)k = vwt

wtv
, donde v es vector de Perron de A y w

es vector de Perron de At .

Demostración. El teorema de Perron-Frobenius asegura que 1 = ρ(A/r ) es un
autovalor simple de A/r , y es claro que A es primitiva si y solamente si A/r es
primitiva. En otras palabras, A es primitiva si y solamente si 1 = ρ(A/r ) es el
único autovalor en el círculo unidad, que es equivalente a decir que existe el
límite ĺım(A/r )k , y es positivo.
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En este caso, si aplicamos lo que probamos en 8.3.2 a la matriz B = 1
r

A,
tenemos que

ĺımB k = v1w
t
1,

donde v1 es autovector de B asociado a 1, w1 es autovector de B t asociado a 1,
y wt

1v1 = 1. Entonces

Bv1 = v1,B tw1 =w1 implica que Av1 = rv1, Aw1 = rw1.

Podemos suponer v1,w1 > 0. Entonces los vectores de Perron asociados son

v =
1

‖v1‖1
v1,w =

1

‖w1‖1
w1.

De wt
1v1 = 1 se deduce que ‖v1‖1‖w1‖wtv = 1, y

ĺım

(
A

r

)k

= v1w
t
1 = ‖v1‖1v‖w1‖1w =

vwt

wtv
.

Nota 11.4.1. Si A es no negativa e irreducible, con una fila de elementos no
nulos, entonces A es primitiva. De aquí se deduce que toda matriz positiva es
primitiva.

Test de Frobenius para matrices primitivas

Una matriz A ≥ 0 es primitiva si y solamente si Am > 0 para algún m >
0.

Demostración. Supongamos que Am > 0 para algún m > 0. Esto implica que A

es irreducible. En otro caso, existiría una matriz de permutación tal que

A = P

(
X Y

0 Z

)

P t , de donde Am = P

(
X m ∗

0 Z m

)

P t ,

y Am tendría entradas nulas.
Supongamos ahora que A tiene h autovalores en su circunferencia espec-

tral, de tal forma que r = ρ(A) = |λ1| = · · · = |λh | > |λh+1| ≥ · · · ≥ |λn |. Si λ es un
autovalor de A de multiplicidad algebraica k, entonces λm es autovalor de Am ,
con la misma multiplicidad algebraica. Entonces λm

k
,1 ≤ k ≤ h es un autovalor

de Am que está en su círculo espectral, con multiplicidad algebraica igual a la
de λk en A. Como Am es irreducible, el teorema de Perron-Frobenius garantiza
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que Am tiene un único autovalor, que debe ser r m , en su círculo espectral, por
lo que r m = λm

1 = ·· · = λm
h

. Pero esto significa que la multiplicidad algebraica
de r m , que es la de r , es igual a h. Por tanto, h = 1.

Recíprocamente, si A es primitiva, con r = ρ(A), entonces

ĺım
k→∞

(
A

r

)k

> 0,

por lo que existe un m > 0 tal que (A/r )m > 0, y entonces Am > 0.

El cálculo de A2, A3, . . . puede ser muy laborioso. Existe un teorema de Wie-
landt que nos dice que An×n es primitiva si y solamente si An2−2n+2 > 0. Ade-
más, n2 −2n +2 es el menor exponente que funciona para la clase de matrices
primitivas n ×n que tienen todo ceros en la diagonal.

Ejemplo 11.4.2. Queremos determinar si la matriz

A =





0 1 0
0 0 2
3 4 0





es primitiva. Para aliviar en lo posible los cálculos, consideramos la matriz B =
β(A) definida como

bi j =
{

1 si ai j > 0,
0 si ai j = 0,

Entonces [B k ]i j > 0 si y solamente si [Ak ]i j > 0, para todo k > 0. Esto signifi-
ca que en lugar de usar A2, A3, . . . , para determinar el carácter primitivo, basta
considerar

B1 =β(A),B2 =β(B1B1),B3 =β(B1B2), . . . ,

sin ir más lejos de n2−2n+2. Todos estos cálculos solamente necesitan opera-
ciones lógicas de tipo ’AND’ y ’OR’. En nuestro caso,

B1 =





0 1 0
0 0 1
1 1 0



 , B2 =





0 0 1
1 1 0
0 1 1



 , B3 =





1 1 0
0 1 1
1 1 1



 ,

B4 =





0 1 1
1 1 1
1 1 1



 , B5 =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 .

Si calculamos los autovalores de A, tenemos λ1 = 3,1474,λ2 = −2,3289,λ3 =
−0,8186. El espacio de autovectores asociado a λ1 es

null(A−λ1I ) = 〈v1 =





−0,167978
−0,528699
−0,832022



〉,
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y el vector de Perron es

v =
1

‖v1‖1
(−v1) =





0,109883
0,345849
0,544268



 .

Para el cálculo del límite ĺım
(

A
λ1

)k
necesitamos el autovector de Perron de At .

En este caso,

null(At −λ1I )= 〈w1 =





0,455172
0,751514
0,477541



〉,

y el vector de Perron es

w =
1

‖w1‖1
w1 =





0,270256
0,446207
0,283537



 .

Entonces

ĺım

(
A

λ1

)k

=
vwt

wtv
=





0,087772 0,144916 0,092085
0,276256 0,456114 0,289833
0,434749 0,717793 0,456114



 .

Nota 11.4.3. Hemos visto en la prueba del test de Frobenius que toda matriz
primitiva es irreducible. Sin embargo, no toda matriz irreducible es primitiva,
como ocurre con la matriz

A =
(

0 1
1 0

)

.

Ahora damos una serie de resultados para obtener el número de autovalo-
res de módulo máximo, y, como corolario, un criterio para determinar si una
matriz es primitiva.

Teorema de Wielandt

Si |C | ≤ A, con An×n irreducible, y r autovalor de Perron de A, entonces
para cualquier autovalor s de C

|s| ≤ r.

La igualdad se alcanza si y solamente si

C = exp(iϕ)D AD−1,

donde s = exp(iϕ)r y |D| = In .
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Demostración. Sea Cy = sy, con y 6= 0 un autovector asociado a s. Entonces

|C ||y| ≥ |s||y|,

por la desigualdad triangular. Como A ≥ |C |, tenemos que

A|y| ≥ |s||y|.

Mediante la función de Collatz-Wielandt ρA , sabemos que |s| ≤ ρA(|y|) ≤ r , y
tenemos la primera parte.

Supongamos que C = exp(iϕ)D AD−1, con |D| = In . Entonces las matrices
C y exp(iϕ)A son semejantes, y si r es el autovalor maximal de A, entonces
r exp(iϕ) es autovalor de C .

Para la necesidad de la condición, sea s = exp(iϕ)r , y y un autovector aso-
ciado. Entonces |y| es autovector de r , |y| > 0, y

r |y| = A|y| ≥ |C ||y| ≥ |s||y| = r |y|,

de donde (A − |C |)y = 0. Como A − |C | ≥ 0 y |y| es un vector positivo, se tiene
que A = |C |. Definamos

D = diag(
y1

|y1|
,

y2

|y2|
, . . . ,

yn

|yn |
),

y G = (gi j ) = exp(−iϕ)D−1C D. Entonces de la igualdad Cy = sy se deduce

C D|y| = sD|y| = r exp(iϕ)D|y|.

Entonces G |y| = r |y|, de donde G |y| = A|y|. Por la definición de G , |G | = |C |,
y entonces |G | = A. En conclusión, tenemos que |G ||y| = G |y|, que podemos
escribir como

n∑

j=1
(|gi j |− gi j )|y j | = 0, i = 1,2, . . . ,n,

que implica que |gi j | − gi j = 0, para todo i , j , ya que |yi j | > 0. En conclusión,
G = |G | = A, y de la definición de G nos queda que C = exp(iϕ)D AD−1.

Autovalores maximales

Sea An×n ≥ 0 una matriz irreducible con autovalor de Perron r , y
λ1, . . . ,λh los autovalores de A de módulo r . Entonces λ1, . . . ,λh son las
raíces de λh − r = 0.
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Demostración. Sea λt = r exp(iϕt ), t = 1,2, . . . ,h. Como |λt | = r , la condición de
igualdad del teorema anterior, con C = A y s =λt , tenemos que

A = exp(iϕt )D t AD−1
t , t = 1,2, . . . ,h.

Por tanto, A y exp(iϕt )A son semejantes. Como r es un autovalor simple de A,
se sigue que, para cada t , exp(iϕt )r = λt es un autovalor simple de exp(iϕt )A,
y por tanto de A.

Ahora

A = exp(iϕk )Dk AD−1
k

= exp(iϕk )Dk(exp(iϕs )Ds AD−1
s )D−1

k

= exp(iϕk + iϕs )(Dk Ds )A(Dk Ds)−1,

y entonces r exp(iϕk + iϕs ) también es un autovalor de A. Esto significa que
exp(iϕk + iϕs ) es uno de los números exp(iϕt ), y que el conjunto

G = {1,exp(iϕ1), . . . ,exp(iϕh−1)}

es cerrado por la multiplicación, por lo que es un grupo de orden h. La potencia
h-ésima de cualquier elemento es igual a 1, por lo que G son las raíces h-ésima
de la unidad, y se sigue el resultado.

Invariancia rotacional

El espectro de una matriz irreducible de índice h es invariante por una
rotación de ángulo 2π/h, pero no por un ángulo menor.

Demostración. Un autovalor λ pertenece al espectro de A si y solamente si
λexp(i2π/h) pertenece al espectro de exp(i2π/h)A. Entonces el espectro de
exp(i2π/h)A es el espectro de A rotado un ángulo 2π/h. Como A y exp(i2π/h)A

son semejantes, tienen el mismo espectro. ninguna rotación menor que 2π/h

deja invariante al espectro de A, porque los autovalores de mayor módulo no
se mantendrían invariantes.
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Matrices primitivas y polinomio característico

Sea An×n una matriz no negativa, irreducible, y escribamos

c(λ) = det(λIn − A) =λn +cn1λ
n−n1 +cn2λ

n−n2 +·· ·+cnt λ
n−nt

su polinomio característico, con cn1 ,cn2 , . . . ,cnt no nulos, y

n > n −n1 > n −n2 > ·· · > n −nt ≥ 0.

Entonces el índice h de A es igual al máximo común divisor de las dife-
rencias

n1,n2, . . . ,nt .

Demostración. Siλ1, . . . ,λn son los autovalores de A (incluidas las multiplicida-
des), entonces {ωλ1, . . . ,ωλn} son también autovalores de A, dondeω= exp(i2π/h).
Por el desarrollo de los coeficientes del polinomio característico en función de
sus raíces, tenemos que

ck j
= (−1)k j

∑

1≤i1<···<ik j
≤n

λi1 . . .λik j
= (−1)k j

∑

1≤i1<···<ik j
≤n

ωλi1 . . .ωλik j
=ωk j ck j

,

de dondeωk j = 1. Entonces, h divide a cada k j . Si d divide a cada k j , para d > h,
entonces γ−k j = 1 para γ = exp(i2π/d). Entonces γλ es un autovalor de A si
λ es autovalor de A, porque c(γλ) = 0. Pero esto significa que el espectro de
A es invariante por la rotación de un ángulo 2π/d < 2π/h, que contradice el
resultado anterior.

Nota 11.4.4. Es importante disponer de criterios que permitan decidir si una
matriz es o no primitiva, sin necesidad de calcular los autovalores. Existen mé-
todos numéricos eficientes que permiten obtener el autovalor de mayor módu-
lo de una matriz primitiva, así como un autovector asociado, sin necesidad de
calcular los restantes autovalores. Son procedimientos iterados, como el méto-
do de la potencia y sus variantes, que no trataremos aquí. Una referencia es [?,
p. 314] o el clásico [?, cap. 7].

11.5. Modelo de población de Leslie

Dividamos una población de hembras de una misma especie en distintos
grupos de edad G1,G2, . . . ,Gn , donde cada grupo cubre el mismo número de

Álgebra Lineal 381



Depto. de Álgebra

años. Así, si la vida más larga se estima en L años, la amplitud de cada grupo
es de L/n años. El grupo G1 está formado por los individuos cuya edad está en
el intervalo [0,L/n), es decir, los recién nacidos y los que tengan edad menor
que L/n. En general, el grupo Gk está formado por los individuos de edad com-
prendida entre (k −1)L/n y kL/n. Supongamos que los censos de población se
realizan en intervalos de tiempo iguales a la amplitud de los grupos de edad.

Sea fi el número promedio de hijas de cada hembra del grupo Gi (tasa de
fecundidad de Gi ), y si la fracción de individuos del grupo i que sobreviven al
intervalo entre censos y pasan a formar parte del grupo Gi+1 (tasa de supervi-
vencia). Sea pi ( j ) el número de hembras del grupo Gi en el instante j . Entonces
se verifican las siguientes relaciones:

p1( j +1)= p1( j ) f1 +p2( j ) f2 +·· ·+pn( j ) fn ,

p2( j +1)= p1( j )s1,

...

pn( j +1)= pn−1( j )sn−1.

Además, el cociente

Pi ( j ) =
pi ( j )

p1( j )+·· ·+pn( j )

es la proporción de miembros del grupo Gi en la población total, en el instante
j .

El vector P ( j ) = (P1( j ),P2( j ), . . . ,Pn( j ))t representa la distribución de eda-
des de la población en el instante j , y, suponiendo que existe,P ∗= ĺım j→∞P ( j )
es la distribución de edades de la población a largo plazo.

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar en forma matricial como








p1( j +1)
p2( j +1)

...
pn( j +1)







=










f1 f2 . . . fn−1 fn

s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . sn−1 0

















p1( j )
p2( j )

...
pn( j )








,

que en forma matricial es

p( j +1)= Lp( j ), donde L =










f1 f2 . . . fn−1 fn

s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . sn−1 0










.
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La matriz L se denomina matriz de Leslie, en honor de P.H. Leslie, que introdujo
este modelo en 1945. La relación de recurrencia se puede resolver, y obtenemos

p( j ) = L jp(0) para todo j > 0.

La matriz L es no negativa, pues si > 0, i = 1, . . . ,n − 1, y fi ≥ 0, i = 1, . . . ,n. Si
n > 2, el grafo de la matriz L es fuertemente conexo si y solamente si fn > 0.

El polinomio característico de la matriz L es

det(λIn −L) =λn − f1λ
n−1 − f2s1λ

n−2 −·· ·− fn−1s1 . . . sn−2λ− fn s1 . . . sn−1.

Basta que haya dos términos fi , fi+1 consecutivos no nulos para garantizar el
carácter primitivo de L. De ahora en adelante supondremos que L es irreduci-
ble y primitiva.

Tenemos garantizada entonces la existencia de un autovalor real positivo r

de L de multiplicidad algebraica igual a 1, con un autovector asociado v > 0.
Además, |λ| < r para cualquier otro autovalor. Así, la matriz 1

r
L tiene a 1 como

autovalor máximo, y se le puede aplicar el resultado 8.3.2:

ĺım
j→∞

L j

r j
= vwt ,

para algún w ∈ Rn , esto es, una matriz cuyas columnas son proporcionales a
v. Por otra parte, sea 1 el vector con todas sus componentes iguales a 1. La
población total en un instante j es 1tp( j ), y podemos escribir

P ∗ = ĺım
j→∞

P ( j ) = ĺım
j→∞

p( j )

1tp( j )
= ĺım

j→∞

L jp(0)

1t L jp(0)

= ĺım
j→∞

( L
r

) jp(0)

1t ( L
r

) jp(0)

=
vwtp(0)

1tvwtp(0)
=

v(wtp(0))

1tv(wtp(0))

=
v

v1 +·· ·+vn
,

que es el vector de Perron de L.

Ejemplo 11.5.1. Consideremos una población de salmones, dividida en tres
clases de un año cada una. La clase 1 contiene los salmones en su primer año
de vida, la clase 2 a los salmones entre 1 y 2 años, y la clase 3 a los salmones de
más de dos años.
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Supongamos que hay 1 000 hembras en cada una de las tres clases. Entonces

p(0) =





1000
1000
1000



 .

Supongamos que la tasa de supervivencia del salmón en la primera clase es de
0,5 %, la tasa de supervivencia del salmón en la segunda clase es 10 %, y que
cada hembra de la tercera clase produce 2000 hembras en su puesta. Entonces
s2 = 0,005, s3 = 0,10 y f3 = 2000. La matriz de Leslie es entonces

L =





0 0 2000
0,005 0 0

0 0,10 0



 .

Para calcular el vector de distribución por edad después de un año, usamos la
ecuación p(1) = Lp(0). Vamos a emplear MATLAB para dicho cálculo. Primero,
introducimos el vector de distribución de edad inicial y la matriz de Leslie.

>> p0=[1000;1000;1000℄;

>> L=[0,0,2000;0.005, 0,0;0,0.1,0℄

L =

1.0e+003 *

0 0 2.0000

0.0000 0 0

0 0.0001 0

Notemos que MATLAB usa notación científica. El valor 1.0e+003 que precede
a la matriz indica que debemos multiplicar cada entrada de la matriz por 1×103,
es decir, hay que mover la coma decimal tres lugares a la derecha. Vamos a
probar un nuevo formato para la salida (con help format se obtiene una lista
completa de todas las posibilidades).

>> format short g

>> L=[0,0,2000;0.005, 0,0;0,0.1,0℄

L =

0 0 2000

0.005 0 0

0 0.1 0
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El comando format short g indica a MATLAB que use el mejor entre formato
fijo o en coma flotante, según cada entrada de la matriz. Ahora calculamosp(1)
como sigue.

>> p1=L*p0

p1 =

2000000

5

100

El vector de distribución de edadp(1) muestra que tras el primer año hay 2000000
de salmones en la primera clase, 5 en la segunda clase y 100 en la tercera clase.
Procedemos ahora a calcular p(2), el vector de distribución por edad después
de 2 años.

>> p2=L*p1

p2 =

2e+005

10000

0.5

El mismo resultado lo tendríamos con

>> p2=L^2 *x0

p2 =

2e+005

10000

0.5

El vector de distribución por edadp(2) indica que después de 2 años hay 200000
salmones en la primera clase de edad, 10 000 en la segunda clase de edad y 0,5
en la tercera clase. En la realidad, es imposible tener medio salmón. Sin em-
bargo, apartemos de momento esta cuestión y calculemos la población tras 3
años.

>> p3=L*p2
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Figura 11.4: Población de salmones a lo largo del tiempo.

p3 =

1000

1000

1000

Observemos que la población de salmones ha vuelto a su configuración origi-
nal, con 1 000 peces en cada categoría. ¿Qué ha ocurrido? En este caso parece
que hay un problema con el límite. Es fácil ver que L es irreducible. Sin embar-
go, su polinomio característico es

det(λI3 −L) =λ3 −1,

por lo que no es primitiva. Los autovalores son las raíces cúbicas de la unidad,
todas con norma 1. Este es el motivo de su comportamiento cíclico, de periodo
tres.

Ejemplo 11.5.2. Consideremos ahora una población con tres clases de edad.
Supongamos que cada hembra de la segunda y tercera clases producen una
descendencia femenina de 4 y 3 miembros, respectivamente, en cada iteración.
Supongamos además que el 50 % de las hembras de la primera clase sobreviven
a la segunda clase, y que el 25 % de las hembras de la segunda clase llegan vivas
a la tercera clase. La matriz de Leslie de esta población es

L =





0 4 3
0,5 0 0

0 0,25 0



 .
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Supongamos que el vector inicial de población es

p(0) =





10
10
10



 .

Haremos los cálculos con MATLAB.

>> L=[0,4,3;0.5,0,0;0,0.25,0℄;

>> x0=[10;10;10℄;

Vamos a seguir los cambios en la población sobre un periodo de 10 años. Em-
pezamos en el año cero y acabamos en el año 11. Hay tres clases que calcular
en cada iteración. Empezamos creando una matriz que contendrá los datos de
la población. La matriz tendrá tres filas, y cada fila contendrá los datos de una
clase de edad. La matriz tendrá 11 columnas, y la primera de ellas tendrá el vec-
tor inicial de distribución por edad. Las diez restantes columnas almacenarán
los vectores de distribución por edad en cada paso de la iteración (desde el año
1 hasta el año 10).

>> X=zeros(3,11);

Ponemos el vector inicial en la primera columna de la matriz X .

>> X(:,1)=x0;

Ahora usaremos la ecuación p(k) = Lkp(0) para calcular el vector de distribu-
ción por edad en los siguientes 10 años. Estos diez vectores se pondrán en las
columnas 2 a la 11 de la matriz X . En el paso k-ésimo, calculamos el vector de
distribución por edad número k multiplicando el correspondiente k −1 por la
matriz L. Esto admite el siguiente bucle for.

>> for k=2:11, X(:,k)=L*X(:,k-1);end

Podemos ver el resultado introduciendo la variable que contiene los datos.

>> X

X =

1.0e+003 *

0.0100 0.0700 0.0275 0.1437 0.0813 0.2978

0.0100 0.0050 0.0350 0.0138 0.0719 0.0406

0.0100 0.0025 0.0013 0.0088 0.0034 0.0180
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0.2164 0.6261 0.5445 1.3333 1.3238

0.1489 0.1082 0.3130 0.2722 0.6667

0.0102 0.0372 0.0271 0.0783 0.0681

Recordemos que el prefijo 1.0e+003 significa que cada número en la salida
debe multiplicarse por 103. Para el resto de la actividad, usaremos otro formato.

>> format short g

>> X

X =

Columns 1 through 7

10 70 27.5 143.75 81.25 297.81 216.41

10 5 35 13.75 71.875 40.625 148.91

10 2.5 1.25 8.75 3.4375 17.969 10.156

Columns 8 through 11

626.09 544.49 1333.3 1323.8

108.2 313.05 272.25 666.67

37.227 27.051 78.262 68.062

La distribución de población en cada año aparece como un vector columna
de la matriz X . La gráfica de la evolución de la población a lo largo del tiempo,
que aparece en la figura ??, se puede obtener como sigue.

>> t=0:10;

>> plot(t,X')

>> xlabel('Tiempo')

>> ylabel('Poblai\'{o}n')

El gráfico se aclara si añadimos una leyenda a cada color.

>> legend('Primera lase de edad','Segunda lase de edad', ...

'Terera lase de edad')

Observemos que el número de hembras en cada grupo de edad en la figura ??
se incrementa con el tiempo, con cierto comportamiento oscilatorio. Podemos
dibujar el logaritmo de la población a lo largo del tiempo, tal como aparece en
la figura ??, con la siguiente secuencia de comandos.
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Figura 11.5: Evolución de la población.
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Figura 11.6: Evolución de log de la población.

>> t=(0:10);

>> semilogy(t,X')

>> xlabel('Tiempo')

>> ylabel('Log Poblai´on')

>> legend('Primera lase de edad','Segunda lase de edad', ...

'Terera lase de edad')

Para comprender el comportamiento a largo plazo de la población, calcula-
mos los autovalores y autovectores de L.

>> L=[0,4,3;.5,0,0;0,.25,0℄

L =

0 4 3

0.5 0 0

0 0.25 0
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>> [V,D℄=eig(L)

V =

-0.94737 0.93201 0.22588

-0.31579 -0.356 -0.59137

-0.052632 0.067989 0.77412

D =

1.5 0 0

0 -1.309 0

0 0 -0.19098

En este caso, vemos que λ1 = 1,5 es el autovalor dominante, y un autovector
asociado es

v1 =





−0,94737
−0,31579

−0,052632



 ,

que es la primera columna de la matriz V . Análogamente, λ2 = −1,309,λ3 =
−0,19098 y sus autovectores asociados son la segunda y tercera columna de la
matriz V .

v2 =





0,93201
−0,356

−0,067989



 ,v3 =





0,22588
−0,59137

0,77412



 .

Por lo que sabemos, el límite de las proporciones de cada clase de edad sobre
la población total es igual a v1/

∑n
j=1 v1 j . En este caso podemos calcular

>> v1=V(:,1)

v1 =

-0.9474

-0.3158

-0.0526

>> v1/sum(v1)

ans =
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0.7200

0.2400

0.0400

Por tanto, la primera clase de edad compondrá el 72 % de la población, la se-
gunda clase el 24 % y la tercera clase el 4 % de la población total. Vamos a com-
probar que, en efecto, el comportamiento a largo plazo de la población sigue
este esquema.

>> L=[0,4,3;.5,0,0;0,.25,0℄

L =

0 4.0000 3.0000

0.5000 0 0

0 0.2500 0

>> x0=[10;10;10℄

x0 =

10

10

10

>> x100=L^100*x0

x100 =

1.0e+019 *

1.1555

0.3852

0.0642

>> x=x100/sum(x100)

x =

0.7200

0.2400

0.0400
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Lo anterior ha calculado el porcentaje de población de cada clase de edad tras
100 años. Vemos que coincide con lo que habíamos deducido a partir de v1.

Vamos a dibujar la evolución de los porcentajes de cada clase de edad en
los primeros 100 años. Primero almacenamos los vectores de distribución por
edad.

>> X=zeros(3,101);

>> X(:,1)=[10;10;10℄;

>> for k=2:101,X(:,k)=L*X(:,k-1);end

Ahora podemos obtener los porcentajes de cada clase de edad sobre la pobla-
ción total dividiendo cada columna por su suma.

>> X=zeros(3,101);

>> X(:,1)=[10;10;10℄;

>> for k=2:101,X(:,k)=L*X(:,k-1);end

>> G=zeros(3,101);

>> for k=1:101, G(:,k)=X(:,k)/sum(X(:,k));end

La gráfica de estas poblaciones normalizadas es interesante.

>> t=0:100;

>> plot(t,G')

>> xlabel('Tiempo')

>> ylabel('Porentajes')

>> legend('Primera lase de edad','Segunda lase de edad',...

'Terera lase de edad')

La salida aparece en la figura ??. Después de un número suficiente de años, el
porcentaje de organismos en cada clase se aproxima a 74 %,24 % y 4 %.

El autovalor dominante r = 1,5 nos dice que la población tiende a crecer sin
límite. El caso r < 1 significa extinción.

11.6. Cadenas de Markov homogéneas y finitas

Una matriz Pn×n = (pi j ) con coeficientes reales y no negativa se dice que es
una matriz estocástica si sus filas o columnas suman 1. Se dice que es doble-
mente estocástica si sus filas y columnas suman 1.

Nos centraremos en el caso en que las columnas suman 1. No es raro en-
contrar textos donde esta condición se supone sobre las filas.
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Figura 11.7: Evolución de los porcentajes de cada clase.

Figura 11.8: A.A. Markov (1856-1922)
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Consideremos un conjunto de variables aleatorias Xτ, en las que todas tie-
nen el mismo rango {S1, . . . ,Sn}, denominado espacio de estados. Una cadena
de Markov es un proceso estocástico que verifica

P (Xτ+1 = S j | Xτ = Siτ , Xτ−1 = Siτ−1 , . . . , X0 = Si0) = P (Xτ+1 = S j | Xτ = Siτ),

para cada τ = 0,1,2, . . . En otras palabras, la probabilidad de que Xτ+1 se en-
cuentre en el estado S j solamente depende del estado en que se hallase Xτ, y
no en los estados de periodos anteriores. Si la probabilidad tampoco depende
del valor de τ, se dice que la cadena de Markov es homogénea, y si el número
de estados es finito, la llamaremos finita.

Cada cadena de Markov define una matriz estocástica, y recíprocamente.
El valor pi j (τ) = P (Xτ = Si | Xτ−1 = S j ) es la probabilidad de encontrarse en el
estado Si en el instante τ supuesto que estaba en el estado S j en el instante
τ−1, y pi j (τ) es la probabilidad de transición del estado S j al estado Si en el
instante τ. La matriz P (τ) = (pi j (τ)) es una matriz no negativa, y cada columna
suma 1. Por tanto, P (τ) es una matriz estocástica. En las cadenas de Markov
homogéneas, las probabilidades de transición no dependen de τ, y tenemos la
matriz de transición P . De manera clara, toda matriz estocástica Pn×n define
una cadena de Markov de n estados, en donde sus entradas representan las
probabilidades de transición.

Un vector de distribución de probabilidad es un vector no negativo p =
(p1, . . . , pn)t tal que

∑

k pk = 1. Para una cadena de Markov de n estados, el vec-
tor de distribución de probabilidad del k-ésimo paso se define como

p(k) =






p1(k)
...

pn(k)




 ,k = 1,2, . . . donde p j (k) = P (Xk = S j ).

En otras palabras, p j (k) es la probabilidad de estar en el estado j -ésimo tras k

pasos, pero antes del (k +1)-ésimo. El vector de distribución inicial es

p(0)=






p1(0)
...

pn(0)




 , donde p j (0) = P (X0 = S j ).

El vector de distribución del k-ésimo paso se puede describir a través del teo-
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rema de probabilidad total. Así,

p j (1) = P (X1 = S j ) = P (X1 = S j ∧ (X0 = S1 ∨X0 = S2 ∨·· ·∨X0 = Sn))

= P ((X1 = S j ∧X0 = S1)∨ (X1 = S j ∧X0 = S2)∨·· ·∨ (X1 = S j ∧X0 = Sn))

=
n∑

i=1
P (X1 = S j ∧X0 = Si ) =

n∑

i=1
P (X0 = Si )P (X1 = S j | X0 = Si )

=
n∑

i=1
pi (0)p j i para j = 1,2, . . . ,n.

Por tanto, p(1) = Pp(0). Pero la propiedad de no memoria de la cadena de
Markov nos dice que también se tiene que p(2) = Pp(1), y, en general, que
p(k) = Pp(k −1). Por tanto,

p(k) = P kp(0),

y tenemos que la entrada (i , j ) en P k representa la probabilidad de transición
de S j a Si en exactamente k pasos. Por esta razón, a P k se la denomina matriz
de transición del k-ésimo paso.

El problema fundamental de las cadenas de Markov es el comportamiento
asintótico de la cadena, que está relacionado con la existencia o no de ĺımP k , y
aquí es donde usaremos la teoría de Perron-Frobenius.

Tenemos que P es una matriz no negativa. Además, su radio espectral es 1.
En efecto, si λ es autovalor de P , también lo es de su matriz traspuesta P t . Sea
x= (x1, . . . , xn)t un autovector de P t asociado a λ, y |x j | = máx{|xi | | i = 1, . . . ,n}.
Entonces

|λ| =
|
∑n

i=1 pi j xi |
|x j |

≤
∑n

i=1 |pi j ||xi |
|x j |

≤
n∑

i=1
pi j = 1.

En consecuencia, si P es primitiva existe un único vector p> 0 asociado al au-
tovalor ρ = 1 tal que

∑n
i=1 pi = 1. Entonces

ĺım
k→∞

(ρ−1P )k = ĺım
k→∞

P k = vwt ,

por 8.3.2. Además, v es autovector de P asociado a 1, w es autovector de P t

asociado a 1, y wtv = 1. Tomemos v = p > 0 el vector de Perron asociado, por
lo que ‖v‖1 = 1. Sabemos que P t tiene como autovector asociado a 1 el vector
1 = (1,1, . . . ,1)t . Entonces existe α 6= 0 tal que w = α1, y se tiene que verificar
que α1tv = 1. Por tanto, α= 1, y el vector w correspondiente a p es 1. En con-
clusión,

ĺım
k→∞

P k =p1t .

Además,
ĺım

k→∞
p(k) = ĺım P kp(0)=p1tp(0)=p,
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pues 1tp(0) = 1, al ser p(0) un vector de probabilidad. Por tanto, el sistema se
aproxima a un punto de equilibrio en que las proporciones de los distintos es-
tados vienen dados por las entradas de p. Además, el comportamiento límite
no depende de las proporciones iniciales.

La teoría se puede desarrollar para el tratamiento de cadenas con matrices
no primitivas o reducibles, pero escapa al objetivo del curso.

Ejemplo 11.6.1. Consideremos la cadena de Markov que se obtiene al colocar
un ratón en una caja con tres módulos, y conexiones tal como aparecen en la
figura ??. Supongamos que el ratón se mueve de una habitación a otra eligiendo

1

2

3

1

Figura 11.9:

al azar. Por ejemplo, cada minuto se abren las puertas, y se fuerza al ratón que
se mueva mediante una corriente en la habitación en la que se encuentre. Si el
ratón se coloca inicialmente en la habitación número 2, entonces el vector de
probabilidad inicial es

p(0) =





0
1
0



 .

Pero si el proceso se inicia mediante una moneda al aire para que caiga sobre
uno de los módulos, entonces una distribución inicial razonable es

p(0) =





0,5
0,25
0,25



 ,

porque el área del módulo 1 es el 50 % del área de la caja, y las áreas de los
módulos 2 y 3 son, cada una, el 25 %. La matriz de transición para esta cadena
de Markov es

M =







0 1/3 1/3

1/2 0 2/3

1/2 2/3 0







.

Álgebra Lineal 397



Depto. de Álgebra

Si la distribución inicial es la aleatoria, el vector de probabilidad tras tres movi-
mientos es

M3p(0) =







2/9 7
27

7
27

7
18 2/9 14

27

7
18

14
27 2/9











0,5
0,25
0,25



=







13
54

41
108

41
108







.

Esto significa que la probabilidad de encontrar al ratón en la habitación núme-
ro 1 tras tres movimientos es 13/54, la de encontrarlo en la habitación número
2 es 41/108, y la de encontrarlo en la habitación número 3 es 41/108.

La matriz M es irreducible, pues su grafo asociado es fuertemente conexo,
y es primitiva, pues si B1 =β(M), entonces

B2 =β(B1 ·B1) =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



> 0.

Por tanto, existe ĺım Mk y también ĺımp(k). En primer lugar, el autovalor de
Perron de M es igual a 1, y su autovector de Perron se obtiene a partir de

null(M−I ) ≡







−1 1/3 1/3

1/2 −1 2/3

1/2 2/3 −1






x= 0⇒







1 0 −2/3

0 1 −1

0 0 0






x= 0⇒







x1 = 2
3 x3,

x2 = x3,
x3 = x3.

Por tanto, null(M − I ) = 〈v〉, donde

v =





2/3
1
1



 y el vector de Perron es p=
1

‖v‖1
v =





2/8
3/8
3/8



 .

La distribución límite se puede interpretar como que, a largo plazo, el ratón
estará en la cámara 1 el 25 % del tiempo, en la cámara 2 el 35,5 %, y en la cámara
3 el 37,5 %. Y recordemos que es independiente de cómo comenzó el proceso.
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